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面向 21 世 纪 课 程 教材 


内 容 简 介 


古书 是 教育 部 “高 等 教育 面向 21 世纪 教育 内 容 和 课程 体系 改革 计划 的 研究 有 成果, 是 面 
向 21 世纪 课程 教材 和 邢 育 部 工科 太 学 " 九 五 "规划 教材 : 作者 力 网 通过 束 书 对 已 有 坟 堂 物 旺 
力学 基础 的 学 牛 ,培养 他 们 有 具备 对 复杂 工程 对 象 正 确 建 立 态 学 模 圳 的 能 几 ; 失 备 对 这 些 力 学 
模型 进行 静 轧 党 , 适 劲 学 与 动力 蔡明 时 或 过 程 分 析 的 人 能力, 具备 利用 理论 力学 的 基本 概念 判 
断 对 司 结 果 正 铺 与 否 的 能 力 。 为 此 ,教材 中 对 传统 理论 万 学 的 内 容 进 行 了 精 选 , 坷 如 了 利用 
计算 机 程式 化 处 理工 程 对 人 象 力学 性 态 的 基 本 原理 与 方法 。 本 书 是 一 本 全 新 构 忠 的 教材 ,对 传 
统 的 理论 力学 体系 与 教学 和 内容 作 了 较 大 的 上 收 进 ， 

教材 路 计 甸 概念 采用 了 矢量 与 妹 阵 并 重 的 表达 方式 ,不 仪 物 理 意 义 明 确 , 而 且 合 于 计算 
机 数值 计算 . 运动 学 从 刚体 运动 学 出 发 ,用 矢量 几何 与 矢量 代数 两 种 方法 姓 理 点 和 刚体 的 运 
动 学 关系 ”外 性 动力 学 与 分 析 办 学 重点 介绍 动力 掌 的 基本 定理 ,建立 动力 学 模 才 的 方法 与 动 
万 尝 性 访 的 瞬时 分 析 技 术 。 静 力 掌 按 动力 学 的 特殊 情况 处 理 。 教 材 中 专门 安排 两 音 介 绍 先 
进 的 复 茶 机 械 系 统 运 动 学 ,动力 学 与 静 力 学 程式 化 嫂 模 的 基本 原理 与 处 理 问 题 的 方法 ,并 且 
可 利用 配 信 的 计算 机 辅助 数学 软件 4 理论 妃 学 问题 求解 器 $ 培 养 利 用 软件 解雇 工程 实际 问题 
的 能 访 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 于 科 机 械 类 和 演 专 业 掌 生 学 习 建 论 力学 的 教科 书 , 也 可 作为 从 事 机 械 
工程 .航空 航天 工程 与 车 匡 工程 等 钢 域 工程 技术 大 员 知 识 更 新 的 参考 书 。 
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很 难 夭 见 在 未 来 的 21 己 纪 对 大 型 工程 设计 与 优化 将 有 怎样 的 需求 ,但 总 是 
让 充分 利用 计算 按 术 不 断 提 高 工程 设计 的 效率 、 李 快 产品 的 更 新 、 提 高 产品 的 性 
能 与 沽 小 投资 风险 。 近 年 来 提出 的 虚拟 设计 的 思想 ,是 达到 上 述 目 标的 探索 . 
实 于 此 目 草 将 涉及 多 门 学科 , 而 对 工程 对 象 运动 与 控制 性 态 的 分 析 及 优化 是 虐 
概 设 计 的 基础 。 理 沦 力学 作为 一 门 技 术 攻 咒 课 程 , 面 对 工 程 复杂 机 袜 系 统 运动 
学 ,动力 党 与 静 力 学 性 态 的 分 析 和 与 优化 的 需求 ,传统 的 教学 内 容 与 课程 体系 必须 
进行 改革 ， 著 者 试图 在 这 方面 作 些 探索 . 

我 们 认为 理论 力学 作为 一 门 技术 基础 课 , 它 的 基本 任务 应 该 是 在 原来 学 生 
已 有 的 为 学 基础 上 ,培养 学 生 具 备 灰 复 闲 (包括 简单 ) 工 程 对 象 正确 建立 力学 措 
型 的 能 为 ,具备 对 这 些 力学 模型 进行 静 方 学 .运动 学 与 动力 学 (包括 瞬时 与 过 程 ) 
分 析 的 能 力 , 具 备 利 用 理论 力学 的 基本 概念 判断 分 析 结 果 正 确 与 否 的 能 力 。 为 
了 达到 上 述 目标 , 面 对 传 统 的 理论 方 学 的 体系 与 教学 内 容 , 和 车 先 要 做 溅 法 , 沽 去 
与 物理 重复 的 教学 内 容 , 减 去 与 理论 力学 问题 瞬时 与 过 程 分 析 无 用 的 一 些 概 念 ; 
然后 巧 如 何 投 述 传统 理论 力学 中 保留 的 内 容 和 增加 哪些 面 家 21 世纪 的 内容 ,以 
及 如 何 将 两 者 贯通 成 为 一 个 体系 。 我 们 认为 传统 的 理论 力学 中 的 大 部 分 基本 板 
念 与 基本 方法 必须 按照 三 个 能 力 的 拱 养 目标 予以 取舍 ,部 分 肉 容 改 写 的 目的 是 
与 面向 21 世纪 新 内 容 接轨 ,， 具 体 表 现在 以 下 几 个 方面 

1. 引入 矩阵 工具 ,通过 矢量 代数 与 短 阵 运算 的 结合 ,不 仅 使 理论 力学 基本 
概念 的 数学 描述 变 得 简洁 .而 且 便于 数值 分 析 的 实现 ; 

2. 以 刚体 与 刚体 系 为 党 程 的 主要 研究 对 象 ,教学 内 容 以 运动 学 与 动力 学 为 
主 , 静 力学 作为 动力 学 的 特殊 情况 处 理 ，; 

3. 精 选 矢量 力学 与 分 析 力 学 的 内 容 , 使 学生 掌 报 运动 学 与 动力 学 肯 时 分 析 
的 基本 概念 与 方法 ,培养 他 们 判断 与 分 析 和 运动 学 与 动力 学 现象 的 能 力 ; 

4， 强 化 运动 掌 与 动力 学 过 程 分 析 的 程式 化 数学 模型 的 建立 ,运动 学 以 约束 
方程 为 主线 ,动力 学 以 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 为 主线 ,实现 运动 学 ,动力 学 与 静 力 
学 的 贯通 ,理解 当前 国际 先 诬 的 计算 机 辅 巧 分 析 软 件 的 基本 原理 ， 

3. 培养 学 生 正 确 合理 地 将 工程 对 象 定义 为 刚体 系 力学 模型 的 能 力 . 并 有 能 
利用 软件 进行 运动 学 ,动力 学 与 静 力 学 分 析 问 题 。 为 了 实现 上 述 目标 ,本 书 隆 有 
电 于 出 版 物 :计算 机 辅助 教学 软件 《理论 力学 问题 求解 器 》, 在 使 用 的 方法 上 与 大 
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型 工程 点 羽 软 件 接 训 。 

本 书 共 分 了 7 章 。 第 1 章 为 数学 基础 ,其 内 容 是 介绍 矢量 代数 与 矩阵 的 最 苍 
本 的 概念 ,统一 在 书 中 将 要 使 用 的 符号 ， 重 点 使 学 生 建立 矢量 基 ( 坐 标 系 1 相互 
关系 。 第 2 章 是 和 运动 学 ,由 于 和 运动 学 的 切入 点 不 是 点 ,而 是 刚体 , 故 与 传统 理论 
力学 中 的 运动 学 相 比 有 较 大 变动 。 这 样 介绍 的 优点 可 用 较 少 的 学 时 完成 传统 孝 
材 中 相关 的 内 容 ,同时 为 后 续 内 容 打 下 基础 。 第 4 章 的 矢量 动力 学 基础 与 第 6 
章 的 分 析 力 学 基础 ,包括 了 传统 理论 为 学 中 动力 学 与 分 析 力 字 喇 的 大 部 分 为 容 - 
通过 学 习 使 学 生 掌 握 动 力学 的 基本 概 您 与 方法 , 营 握 动力 学 中 时 分 析 的 能 力 。 
与 传统 的 教材 不 同 的 是 力 的 概念 在 第 4 章 中 引入 ,是 作为 动力 学 中 两 个 重要 的 
福 念 ( 敢 为 与 惯量 ) 之 一 进行 介绍 。 笔 者 将 静 力 学 的 力 系 平衡 福 念 压缩 在 第 4 章 
中 作为 一 节 处 理 , 因 为 这 些 梳 您 学 生 已 经 建立 ,在 理论 力学 中 不 再 艺术 。 百 静 力 
学 的 平衡 概念 安排 在 第 6 章 虚 位 移 原理 中 作 详 细 介 绍 。 目录 中 的 第 3 章 与 第 7 
章 是 为 面向 21 世纪 增加 的 新 内 容 。 使 学 生 掌 握 复 杂 机 械 系 统 返 动 学 、 动 办 学 与 
静 力 学 分 析 程 式 化 建 模 与 处 理 问 题 的 基本 原理 与 方法 。 

上 广 敌 法 的 设想 导 在 两 年 前 曾 与 北京 航空 航天 大 学 王 琪 教授 、 清 特大 学 的 
李 俊 蜂 教授 与 哈尔滨 工业 大 学 的 赵 经 文教 授 共 间 讨 论 ,得 到 理论 力学 界 前 李 谢 
传 锋 孝 授与 寄 风 翔 教 授 的 鼓励 ,教育 部 基础 力学 课程 指导 小 组 组 长 范 坎 珊 教授 
给 予 了 有 力 的 支持 。 本 书 在 撰写 的 过程 中 引用 了 刘 诈 柱 教授 与 吴 镇 教 授 编 写 的 
理论 方 学 教材 中 的 例题 与 习题 。 梅 凤翔 教授 、 刘 延 柱 教 授与 王 琪 教授 还 对 全 书 
进行 审阅 ,提出 了 许多 宝贵 的 意见 。 在 本 书 正式 出 版 之 际 ,著者 要 感谢 工 述 各 位 
的 关心 与 帮助 。 

理论 力学 教学 内 容 与 体系 改革 是 一 项 长 期 与 艰巨 的 工程 ,需要 有 志 于 理论 
力学 教学 改革 的 同仁 共同 奋斗 。 本 书 作 为 教育 部 "高 等 载 育 面向 21 世纪 载 学 内 
容 和 课程 体系 改革 计划 "中 ”力学 系列 课程 教学 内 容 和 体系 改革 的 研究 与 实践 ” 
项 目的 研究 成 采 之 一 检 献 给 读者 ,只 是 著者 的 一 种 努力 。 至 于 这 种 改 草 的 方案 
是 否 符合 实际 还 需 在 今后 的 教学 实践 中 不 断 地 完善 。 

全 书 各 章 由 洪 嘉 振 教 授 执笔 , 杨 长 俊 副 稚 提 在 全 书 的 内 容 安 排 ,第 选 上 提出 
了 重要 的 意见 ,并 且 设 计 和 与 安排 了 绝 大 部 分 习 证 。 研 究 生 韩 兴 华 , 杨 沟 与 来 国 强 为 
完成 4 理论 力学 避 题 求解 器 》 作 了 大 量 的 工作 。 本 书 初稿 完成 后 曾 在 上 海 交 通 大 学 机 
械 工 程 专 业 水 科 生 中 试用 ,根据 试用 结果 对 初稿 进行 了 修改 ,形成 了 本 书稿 。 

由 于 著者 的 水 平 有 限 , 书 中 的 错误 和 天 潮 之 处 在 所 难免 , 司 望 读者 指教 。 


洪 嘉 振 杨 长 惧 
1999 年 6 月 于 上 海 交 通 太 学 


主要 符号 表 


说 明 : 

1. 本 书 中 的 数学 与 物理 量 涉及 到 标量 .矢量 .标量 矩阵 与 矢量 媚 阵 等 + 利 。 
在 实施 国家 标准 《4 量 和 单 从 $(GB 3100 一 3102 一 93) 的 这 程 中 发 现 ,如 果 上 述 各 
种 量 出 现 夺 同一 表达 起 中 将 无 法 区 分 。 为 此 ,在 保证 执行 国家 标准 的 前 提 下 作 
如 下 约定 ;标量 用 和 白 疼 体 字 和 母 表示 , 负 如 地 ,也 ;标量 禾 阵 用 黑 射 体 表 示 , 例 如 也 ， 
也; 基 量 十 白 斜 体 宇 母 上 加 一 箭头 表示 ,例如 cf; 矢 量具 阵 在 国标 中 没有 规定 , 根 
握 上 述 约定 , 墨 射 体 字 母 上 加 一 箭头 表示 矢量 算 阵 ,例如 人。 

2. 一 矢量 与 它 的 模 , 以 及 在 某 一 坐标 系 下 坐标 阵 和 坐标 方 阵 在 本 书 中 经 党 
巨 时 出 现 .为 了 便于 理解 与 表达 ,约定 一 矢量 与 它 的 模 、 坐 款 阵 和 坐标 方 降 用 要 
后 的 斜体 字母 表 迷 ,区 别 是 笑 量 用 和 白 斜体 宇 母 上 加 一 箭头 表示 ,例如 局 ;该 矢量 
的 模 用 该 字 攻 的 折射 体 表示 , 即 避 ; 该 矢量 的 坐标 降 用 和 该 字母 的 黑 斜 体 表 云 , 即 
由 ;该 矢量 的 坐标 方 降 果 该 字母 的 票 斜 体 上 加 泪 渡 号 表示 , 即 坦 。 


0 零 矢量 

0 零 逮 阵 

1, 元 束 为 的 如 阶 列 阵 

和 夫 隆 上 各 ,方向 余 芒 阵 

(A m7 阶 奸 阵 太 

六" 基 ; 相对 于 基 ; 的 方向 余 芳 阵 

入 基 i; 相对 于 公共 基 的 方向 余弦 阵 

: 加 速度 矢量 , 连 体 基 基点 或 刚体 质心 的 加 速度 拓 量 
dp 点 六 的 钨 对 加 速度 矢量 

a 点 忆 的 利 氏 ( 科 里 奥 利 ) 加 谴 度 泉 量 
a5 点 卫 的 相对 加 这 度 失 量 

as 点 忆 的 牵连 加 速度 矢量 

d,s 点 也 的 转动 索 连 切 向 加 谏 度 才 量 
Rp 点 了 的 转动 牵连 法 向 加 盖 度 和 所 量 


B, 刚体 1, 物体 1 


2 主要 符号 表 


c 粘性 摩擦 因数 

各 刚体 i 的 质心 

dg 实 位 移 ( 列 阵 ) 

dg* 可 能 住 移 ( 列 阵 ) 
dW, 力 FF 所 作 的 元 功 

e 恢复 因数 

6 矢量 基 ( 简 称 基 ), 夫 量 列 隆 
BE1 ,E223 矢量 基 的 3 个 基 夭 量 
人 秋 量 基 T, 和 参考 基 
矢量 基 b, 连 体 基 
六 静摩擦 因数 

/ 动 摩擦 因 数 

F 力 ,外 力 

F: 主动 力 

Fn 理想 约束 力 ,理想 约束 力 的 主 失 
FF 惯性 力 

FE 牵连 惯性 力 

FEF 科 氏 ( 科 里 奥 利 ) 力 
FF’ ( 达 关 贝尔 ) 惯 性 力 ,惯性 力主 笑 
EF、 法 向 约束 力 

F, 摩擦 力 

下。 力 系 的 主 拓 

FE. 系 绳 的 拉力 

F: 增 广 主动 力 阵 

Pr 增 广 理想 约束 力 阵 
去 : 增 广 洪 性 力 阵 

E 重力 加 速度 和 大量 

6G 重力 

H 影响 系数 算 隆 

H. 然 ; 

了 ,了 单位 阵 ,n 阶 单位 阵 
I 碰撞 冲 量 


Lr sd os 硕 点 系 ( 刚 体 ) 关 于 Or, Oy , De 轴 的 转动 惯量 


十 要 符号 表 


了 DT 
质点 系 ( 团 体 )) 关 于 DO 〇 xry,Oyz ,Dxrz 平面 的 惯性 积 


R 线 弹 簧 刚度 系数 
L 址 格 朗 踢 函数 

Le 质点 系 相对 局 点 的 绝对 动量 婚 
LL 质点 系 相对 蕊 点 的 相对 动量 虐 

ni 上 质量 

Mo (F) 力 下 对 点 的 天 

M 力 撼 , 力 侦 乱 

Me 外 力 系 对 于 点 C 的 主 是 

Me 主动 力 系 对 于 点 忆 的 主 无 

Mf 理想 约束 力 系 对 于 点 忆 的 主 址 
M: 质点 系 对 于 质心 C 的 惯性 力主 托 
Mi ( 达 庆 贝尔 ) 惯 性 力 对 于 点 C 的 主 答 
M, 滚动 阻力 偶 姓 

P, 点 天 ,质点 到 

p 动量 

gq 坐标 ( 列 ) 阵 ,刚体 的 位 形 坐 标 ( 列 } 阵 
q 实 束 度 ( 列 阵 ) 

g 可 能 速度 ( 列 阵 ) 

Q, 主动 力 关于 广义 坐标 此 ,的 广义 力 
2, 点 了 的 矢 径 

T 动能 

wu 非 独立 坐标 { 列 ) 阵 

UU 势 函 数 , 执 

也 速度 拉 量 ,过 体 基 基 点 或 刚体 质心 的 速度 拓 量 
志 点 已 的 相对 速度 矢量 

ny 点 忆 的 牵连 速度 矢量 

世 ， 点 忆 的 转动 过 连 速 度 拓 量 

V 势能 函数 ,势能 

Tt 独立 坐标 { 列 ) 阵 ,广义 坐标 阵 

W 力 所 作 的 功 

Z 刚体 的 增 广 质量 阵 

a 角 加 速度 失 量 
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自由 度 执 , 滚 阻 系数 

大 珀 率 

已 位 移 ( 到 阵 ) 

速度 变 竟 { 列 阵 ) 

刚体 或 连 体 基 的 姿态 角 

摩擦 前 

约束 方程 组 ( 列 阵 ) 

主 约束 方程 组 ( 列 阵 ) 

驱动 约束 方程 组 ( 列 阵 ) 

约束 方程 雅 可 比 ( 算 隆 }, 列 阵 肿 对 坐标 降 ,9 的 恼 导数 
约束 方程 关于 非 独 主 坐 标 &w 的 雅 可 比 ( 娃 阵 】 

约束 方程 关于 独立 坐标 w 的 雅 可 比 { 适 阵 ) 

速度 约束 方程 的 右 项 ( 列 阵 ), 列 阵 夯 对 时 间 ; 的 偏 导 数 
加 速度 约束 方程 的 右 项 { 列 阵 ) 

拉 格 朗 日 乘 子 ( 列 阵 ) 

质点 系 ( 刚 体 ) 对 于 Oz ,Ow ,Oz 轴 的 回转 半径 

点 局 在 连 体 基 . 上 的 夫 径 ,该 和 失 径 在 该 连 体 基 上 的 坐标 阵 
点 卫 在 刚体 i 连 体 基 上 的 委 径 ,该 矢 径 在 该 连 体 基 上 的 坐标 阵 
角 连 度 笑 量 
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现代 哲学 指出 ,运动 是 物质 存在 的 形式 ,是 物质 加 有 的 属性 。 它 包括 物质 世 
界 中 发 生 的 - -二 的 变化 与 过 程 。 物 质 的 运动 形式 是 多 种 多 样 的 ,如 物体 的 发 光 、 
物质 的 热传导 , 电 靶 场 的 变化 等 。 物 体 的 机 械 运 动 也 是 物质 运动 形式 之 :、 所 
崩 机 械 运 动 是 指 物 体 的 位 交 随 时 间 的 变动 ,如 物体 在 空间 的 位 置 与 姿态 的 卜 变 ， 
物体 的 灾 形 以 及 液体 与 气体 的 流动 。 

力学 是 研究 物体 机 械 运 动 的 科学 。 由 丁 机 械 运 动 不 仅 存在 于 我 们 的 周围 以 
及 了 包括 人 类 本 身 , 而 用 在 其 他 的 运动 形式 中 也 会 伴随 着 物质 的 机 械 和 运动 ,因此 机 
械 运 动 是 物质 运动 最 基本 .最 简单 的 一 种 。 据 此 ,力学 不 仅 可 用 来 解释 与 分 析 物 
体 机 械 运 动 ,而 且 也 是 研究 物质 其 他 运动 形式 的 基础 。 这 就 决定 了 力学 在 自然 
科学 中 的 地 位 。 

众所周知 ,许多 工程 技术 学 科 与 物体 的 机 械 运 动 密切 相关 。 如 机 械 、 车 辆 、 
机 右 人 与 航空 航天 器 等 领域 开 程 对 象 的 让 要 运动 撒 式 就 是 机 械 运 动 ,面临 大 量 
的 力学 问题 。 因 此 ,力学 又 是 这 些 工 程 技术 学 科 的 基础 。 

20 世纪 以 前 的 很 长 一 段 历史 时 期 ,人 类 对 机 械 运 动 的 研究 只 限于 以 宏 现 物 
悼 为 对 象 ,运动 速度 远 小 十 光速 。 这 个 研究 范围 的 方 学 称 为 经 典 力 学 。 它 是 以 
17 世纪 牛顿 (TI. Newron) 握 出 的 基本 定律 为 基础 , 故 有 时 也 称 为 牛顿 力学 ， 当 物 
体 运 动 建 度 接近 于 光速 时 ,牛顿 力学 将 不 适用 ,物体 运动 的 规律 需要 用 相对 论 才 
能 解释 ,这 是 爱 因 斯 坦 (A. Einstein) 的 贡献 。 然 而 .工程 中 绝 大 多 数 的 研究 对 象 
属 牛 融 力 学 的 研究 范 轩 , 故 相对 论 的 出 现 ,没有 改变 经 典 力学 在 十 程 村 象 机 械 运 
动作 析 中 的 重要 地 位 。 

在 研究 自然 界 与 工程 对 象 的 机 械 运 动 时 必须 对 复杂 的 实 除 前 物 理 对 象 进行 
衔 化 ,根据 研究 的 目的 定义 这 些 物理 对 象 的 力学 模型 。 对 丁 不 同形 态 机 械 运动 
的 研究 产 持 了 不 同 的 力学 分 支 。 由 于 研究 的 自 的 不 间 , 在 这 些 分 支 中 的 力学 模 
型 由 各 不 相同 。 当 物体 运动 的 泡 围 远近 大 于 其 本 身 的 大 小 ,或 它 的 形状 对 其 运 
动 的 影响 可 以 忽略 不 计时 ,那么 可 将 该 物体 简化 为 有 质量 而 无 几何 尺寸 的 点 ,这 
种 力学 模 框 称 为 质点 。 例 如 在 研究 天 体 或 卫星 从 空间 的 运行 轨道 时 ,可 将 它们 
定义 为 质点 。 旭 果 物 体 的 运动 与 其 尺寸 有 关 , 则 可 将 物体 定 六 为 出 密 个 质点 组 
成 的 系统 , 称 这 类 力学 模型 为 质点 系 。 如 果 在 研究 物体 的 运动 时 ,物体 的 奉 形 可 
把 略 不 计 , 那 么 该 物体 力学 模型 为 -种 特殊 的 质点 系 , 即 物体 内 任意 两 质点 的 帆 


2 绪论 


离 傈 持 不 变 , 称 这 类 质点 系 为 刚体 。 多 个 刚体 组 成 的 系统 称 为 刚体 系 。 例 如 在 
对 大 量 的 机 械 .车辆 等 对 锭 进行 运动 分 析 时 , 当 构 成 工程 对 象 各 部 件 的 变形 对 其 
运动 性 态 影响 可 不 子 考 虑 时 ,各 部 件 的 力学 模 卉 可 定义 为 刚体 ,整个 对 象 为 刚体 
系 . 质点 ,质点 系 . 刚 体 与 刚体 系 通称 为 离散 系统 , 它 是 理论 力学 的 研究 对 象 。 
在 分 析 研 究 物 体 变形 或 流体 流动 的 性 态 时 ,必须 建立 另 .类 力学 模型 , 即 物质 在 
空间 连续 分 布 的 连续 介质 。 它 是 固体 力学 流体 力学 等 后 续 力 学 课程 的 研究 对 
象 。 应 沪指 出 ,由 于 连续 介质 也 可 视 为 一 种 质点 系 ,理论 力学 中 涉及 质点 系 的 - 
尝 力 学 普 调 规 律 也 适用 于 连续 介质 , 故 理 论 力学 是 后 续 力 学 课程 的 研究 的 基础 。 

考 利 到 理论 力学 不 仅 要 建立 力学 基本 概念 与 理论 ,而 且 要 介绍 解决 实际 工 
程 对 象 的 力学 问题 的 方法 , 故 理论 力学 尽管 起 源 于 物理 学 的 一 个 独立 的 分 支 ,但 
在 内 容 上 已 经 大 大 超出 了 物理 学 中 的 内 容 。 这 些 内 容 将 包括 对 复杂 (包括 简单 ) 
工程 对 象 正确 力学 模型 的 建立 ;介绍 对 这 些 力学 模型 进行 静 力 学 、 运 动 学 与 动力 
芝 ( 包 括 瞬 时 与 过 程 ) 分 析 的 方法 ,以 及 利用 理论 力学 的 基本 概念 对 分 析 结 果 的 
正确 性 的 判断 。 

理论 力学 研究 的 内 容 包 括 静 力学 .运动 学 与 动力 学 三 部 分 。 静 力学 研究 物 
体 在 力 系 作用 下 平衡 的 规律 。 运 动 学 是 从 几何 学 的 观点 研究 物体 运动 规律 。 动 
力学 是 研究 物体 的 运动 与 作用 于 物体 上 的 力 之 间 的 关系 ， 考虑 到 静止 是 运动 的 
特殊 情况 , 故 可 将 静 力 学 与 动力 学 贯通 。 因 此 本 书 和 将 静 力 学 的 内 容 安排 在 动力 
学 中 进行 介绍 。 


第 1 章 数学 基础 


理论 妨 学 中 的 许多 概念 与 表达 式 涉 及 到 几何 矢量 及 其 运算 。 和 天 量 的 代数 措 
述 及 其 运算 将 利用 矩阵 这 个 工具 。 在 许多 科技 著作 中 并 不 区 分 矢量 与 矩阵 的 概 
念 。 然 而 ,在 理论 力学 中 这 两 种 数学 量 必 须 加 以 区 分 。 为 此 本 草 简 要 介绍 本 书 
将 要 涉及 到 的 有 关内 容 , 并 统一 符 生 。 


1.1 和 矩阵 


1.1.1 矩阵 的 定义 与 运算 


由 于 运动 学 与 动力 学 方程 的 给 阵 表达 式 远 比 其 他 形式 的 去 达 式 来 得 简洁， 
第 阵 运 算 的 规范 性 更 适用 于 计算 机 编程 ,本 书 中 的 许多 关系 式 将 采用 矩阵 形式 
表达 ,为 此 现 将 有 关 抢 阵 的 一 些 概念 作 简 要 的 介绍 ,对 一 些 符号 进行 约定 。 

将 mx 个 标量 及 ,排列 成 如 下 的 mw 行 ,rn 全 的 故 , 将 其 定 习 为 妇 Xm 阶 
( 维 ) 筷 阵 ,用 一 黑 斜 体 的 大 写字 后 来 表 小 , 即 


0 4 和 1 

do dd | 起 ， 六 

一 (AA)x— ; (1.1-1) 
a, 六 0 A | 


式 中 ,A, 为 短 阵 息 中 的 第 i 行 、 第 7 列 元 素 。 将 知 阵 4 的 第 i 行 变 为 第 i 列 ,这 
样 得 人 到 的 nx m 阶 新 矩阵 , 称 其 为 原 答 阵 4 的 转 置 矩 阵 , 记 为 4&1。 例如 一 3x 
5 阶 征 阵 

2 4 5 


总 = | {1.1-—2) 


1 
2 
中 


= 
2 
[2 总 
mn 


这 年 阵 的 转 置 算 阵 为 $x3 阶 矩阵 , 即 


(1 .一 2 


tn LDO 上 下) 
上 一 二 
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行书 列 的 个 数 均 为 n 的 矩阵 称 为 n 阶 方 阵 , 除 对 角 元 素 ( 至少 有 一 为 非 零 ) 
外 所 有 元 素 均 为 零 的 方 阵 称 为 对 角 阵 ， 2 阶 对 角 阵 可 写成 


A 0 .: 0 
U A 0 | 

A=| |—diag(An An A,) (1.1-3) 
0 0 A 


对 角 元 素 的 和 称 为 该 矩阵 的 束 , 记 为 tr 4 = >'A，。 对 角 元 素 为 1 的 阶 对 角 


阵 称 为 n 阶 单位 阵 , 记 为 I 或 简写 为 I， 所 有 元 素 为 零 的 矩阵 称 为 零 答 阵 , 记 为 
0。 如 采 对 于 nn 阶 方 阵 4 ,其 元 素 满 足 A = A, (i, 7 二 1,…,n), 即 有 


六 一 让， (1.1—4) 
则 称 方 阵 和 为 对 称 阵 ,如 果 A, -= 一 内 7 三 1 ,如 ), 即 有 
六 二 让， (1.1—5) 
则 称 方 阵 4 为 反对 称 算 阵 。 显 然 ,对 于 有 反对 称 盾 阵 , 有 
A,.=0 {7=1,.…,n) (1.1 一 6) 


将 短 阵 的 定义 {1.1 一 1) 如 以 推广 ,矩阵 4 的 元 素 可 以 不 是 标量 A, 而 是 秆 
阵 4，, 即 


二 
ef hl 点 - 及 “A nl 

入 一 (六 ) ,一 站 和 (1.1—7) 
\ 六 ,| 号: Ee 


式 中 :第 1 行 (i=1,…,rm) 各 矩 泗 元 素 4 ;及 ，… ,及 的 行 阶 相等 ;第 ; 列 () = 
1,… ,7) 各 短 阵 元 素 上， 和 六, (j= 二 1,…, ni) 的 列 阶 相等 。 称 矩阵 元 素 
4 为 矩阵 4 的 分 块 阵 。 例 如 式 (1.1 一 2) 所 示 的 矩阵 4 ,可 由 如 下 4 个 分 块 矩 阵 
按 式 (1.1 一 7) 表 示 ， 

! 3 -人 5 
2 4 ”96 3 


4 | J 4a=(4 1), A»=(4 2 6) 


(1.1—8) 
注意 :第 1 行 的 所 和 矩阵 元 素 4,1. 入, 行 阶 均 为 2. 第 2 行 的 块 矩 阵 元 素 A, ,A4，,， 
行 阶 均 为 1; 第 1 列 的 块 矩阵 元 素 1 ,4 列 阶 均 为 2, 第 2 列 的 块 矩阵 元 素 
站 ; 壬 二天 阶 拘 为 3。 

读 阁 不 难 验 证 对 丁 分 块 阵 如 下 等 式 成 立 : 


1.1 知 和 阵 5 


[二 |， 各 四 Ai an 六 "" Ee 


4 一 A A 上 和 4 4 机 入 (1.1—9) 
(Art A Am 网 2 
例如 式 (1.1-2) 记 示 的 矩阵 的 转 置 为 式 (1. 1 - 2 ), 考 虚 到 分 块 阵 式 (1, 1 一 8)， 
确 训 
1 24 |! 2 14) 
3 4 1 上 1 1 填 上 
和 
4 6 2 4 6 了 | " 
‘5 3 6| 53 lg) 


如 采 有 秆 阵 B,(i 王 1,…,n) 分 布 在 入 阵 D 的 如 下 对 角 位 惫 上 , 则 称 DD 为 

准 对 角 阵 , 沁 为 
有 0 
i BB; … 和 | dc 


-一 diag( 了 3 了 3 … B,) (1.1—10) 


r 一 


(有 0 
只 有 一 列 的 抱 阵 称 为 m 阶 列 阵 ,用 - 黑 斜 体 的 小 写字 母 来 表示 , 即 
1 总 | 


[a 
dT | ， 


={u) ee ) {1].]1—1it) 


la 
7 队列 阵 a 的 转 置 @ 为 1 x m 阶 矩阵 , 称 为 六 阶 行 阵 。 如 果 将 年 阵 和 式 (1.1 
一 1) 的 每 一 列 的 元 素 定 疼 为 到 阵 
本， (AA A A ) {j= 1 ,nn) 
则 年 阵 和 有 如 下 的 分 块 表 示 : 
站 二 fa Gd a) (1.1—12) 
癌 祥 ,如 果 将 年 阵 4 式 (1.1 一 由 的 每 - - 行 的 元 素 定 义 为 列 阵 
b= A mA, )! (i= 1 ) 
则 第 阵 和 可 表示 为 如 下 分 块 阵 : 
pi 
7 | 
A= =p be 1 bb, {1.1—13) 


| ] 
ph - 

- 
TH 
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例如 式 (1.1 一 2) 所 示 的 短 阵 起, 可 由 如 下 5 个 3 阶 列 阵 按 式 (tl.1 一 12) 表 小 : 
“51 


| 


全 
号 一 121 ,63 一 | ,二 | 


时 | 1 【41 2 
或 由 如 下 3 个 5 阶 列 阵 按 式 (1.1 一 13) 表 示 ; 
1) 12 1 4 
3 [于 1 
bi= 12|,b,=|3|,b,=|4 
ss 
5| 3 6 


下 面 考虑 年 阵 问 常 克 的 运算 - 
两 个 同 阶 的 垂 阵 4 与 B 中 如 果 所 有 的 下 标 为 i 与 j 的 元 素 相 等 , 即 有 A, = 
B, (i=1. mw) 二 1 ,nn), 则 称 这 两 矩阵 相等 , 记 为 


起 =B {1.1—14) 
一 个 标量 a 与 一 和 矩阵 息 的 乘积 为 一 同 阶 的 新 矩阵 己 , 记 为 
C=0A (1.1— 15) 


其 中 ,各 无 党 的 关系 为 
C= oA, (一 
问 阶 惩 阵 外 与 B 的 和 为 一 同 阶 的 新 矩阵 己 , 记 为 


C=A+B 
其 中 ,各 元 素 的 关系 为 
CG, =A,+B, 全 (1.1- 16) 
不 难 验 证 , 同 阶 的 矩阵 的 和 运算 遵循 结合 律 与 交换 律 , 即 帮 
二 +B+C={tA+B)+C=4+(B+C) (1.1—17) 
点 十 召 = 呈 十 点 (1.1— 18) 
且 有 有 
(A+B)'=A'+B! {1,1—19) 


令 和 为 mxs 阶 矩阵 ,B 为 ;xn 阶 矩 阵 , 按 式 (1.1 一 13) 与 (1.1- 12) ,和 E 
们 分 别 吕 表达 为 


al ) 


- 
A=!"? 
”| 


B=(b, pb,  …: 也) 


TT 
om 


其 中 :a (i 二 1,…,mm) 为 s 阶 行 阵 ;b,(j=1,…,n) 为 ， 阶 列 阵 。 拓 阵 妥 iB 
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的 莱 积 定义 为 一 xx Xn 阶 新 矩阵 人 C, 记 为 


C= .AB {1.1— 20) 
或 
raib al b, 2 aib, 
T I T 
国人 Th, , 
C=)" 30 2 (1.1—20°) 
[alb, anb; 机 anb, 


其 中 ,各 元 素 的 关系 为 
¢, 二 a.b, 二 SV ab, (i= Tm 1 1.1 — 21) 


注意 ,矩阵 的 来 积 要 求 第 一 个 矩阵 的 列 数 必 须 等 于 第 二 个 矩阵 的 行 数 。--- 般 来 
说 ,矩阵 乘积 不 遵循 交换 律 , 即 4B 关 BA 但 遵循 分 配 律 与 结合 律 , 即 有 


(A+B)IC=AC+BC (1.1—22) 
(AB)C= A(BC) = ABC (1.1—23) 

有 是 有 
(AB) =B' A! (1.1—24) 


1.1.2 矩阵 的 线性 相关 性 、 秩 


对 于 个 zx 阶 列 阵 @ =(A， 4 A) (=1,…,n), 如 果 存 在 
7 个 不 同时 为 零 的 常数 a (j=1,…,#), 使 得 下 式 成 立 , 则 称 这 个 列 阵 线性 相 


A A [1 
= 和 Az i A | 17 
> ag, 二 gi|. teas|. 十 二 Gy ， =0 (1.1—25) 
1=1 : 2 1 

总 A [a 


个 则 , 当 且 仅 当 w =00G=1,…,n) 时 ,上 式 才 成 立 , 则 称 这 个 列 阵 线性 泡 关 。 
将 上 述 定 义 加 以 推广 。 考虑 mx n 阶 算 阵 态 , 将 其 表 为 式 (1.,1 一 11), 如 果 存 在 
一 前 值 列 阵 @ 二 Ce oa “… gs》 关 人 ,使 得 下 式 成 立 , 则 称 和 给 阵 六 的 各 列 阵 
线性 相关 : 


A = > aq=0 (1.1 — 26) 


否则 , 当 生 仅 当 a =0 时 ,上 式 才 成 立 , 则 称 和 矩阵 & 的 各 列 阵线 性 无 关 。 
同样 ,如果 对 于 zx x n 阶 矩阵 和 ,将 其 天 为 式 (L.1- 12》 如 果 存 在 _ 常 值 
列 阵 有 = (8 8。 .… 8,)' 关 0, 使 得 下 式 成 立 , 则 称 矩 阵 4 的 各 行 阵线 性 相 
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关 : 
A'B=0 (1,1—27) 
香 则 , 当 且 仅 当 月 = 和 时 ,上 式 才 成 立 , 则 称 和 矩阵 入 的 各 行 阵线 性 无 关 。 
[ 例 1.1 一 1] 讨论 如 下 方 阵 的 线性 相关 性 : 
[1 1 1 
7 |! 0 2 
0 1 -—] 
解 : 邻 w=({f-2 1 1)' 了 0, 有 
1 1 IT=z 1| | | 四 
ax-=| 0 2.| 1 =-2|1 +|0| + =|0 
01 -ji o ly ly vo 
故 和 矩阵 和 的 列 阵 qi 二 {1 1 0 ,ay={1 0 1) 与 4; 一 (1] 2 -1 线性 
若 令 B=(1 一 1 -1)! 0, 有 
tl 0 PP 0 /0| 
A'B=I10 1 Eh -| 由 
t 2 -HU DB (J1) lo) 
故 媳 阵 4 的 行 阵 =(1 1 1) ,B=(1 0 2) 与 =(0 1 -1 线性 
相关 。 


一 贞 阵 的 最 大 的 线性 无 关 的 列 ( 行 ) 阵 的 个 数 定义 为 该 矩阵 的 列 ( 行 ) 秩 ， 可 


以 证 明 任何 年 阵 的 行 秩 与 列 秩 柑 等 , 故 行 秩 或 列 秩 又 称 为 该 矩阵 的 秩 。 通 常 秩 
小 于 或 等 于 该 矩阵 的 行 阶 与 列 阶 中 的 小 者 。 对 于 秩 与 行 (或 列 ) 阶 相等 的 情况 ， 
称 读 年 阵 为 行 (或 列 ) 满 秩 。 对 于 抢 阵 的 各 行 ( 列 ) 阵 线性 无 关 的 方 阵 称 为 满 秩 方 


阵 .不 满 秩 的 方 阵 又 称 为 奇异 阵 。 
对 于 非 奇 异 阵 存在 一 个 道 矩阵 , 记 为 A ,使 得 


44 = 各 和 = 攻 (1.1 -28) 
可 证 明 以 下 等 式 成 立 
(4 = {4} (1.1 — 29) 
(AB)}) = BA (1.1 — 30) 
满足 如 下 等 式 的 非 奇 异 阵 A 称 为 正 交 阵 : 
和 二 {1.1 — 31). 


代入 式 {1. 1 一 28), 对 于 正 交 阵 有 
AA' = 有 AA'A4A 二 = 


(1.1 — 32) 
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1.1.3 上 抢 阵 的 导数 


1. 矩阵 对 时 间 的 导数 
窍 阵 的 元 素 如 来 为 时 间 上 的 函数 , 记 为 A,(1) ,该 起 阵 记 为 A(1)。 它 对 时 
间 的 导数 为 一 同 阶 窍 阵 , 其 各 元 素 为 原 和 矩阵 的 元 素 A, (1) 对 时 间 的 导数 , 即 


ds /dA 
he) 


为 了 书写 简洁 ,标量 对 时 间 的 导数 ,用 沪 标 量 的 字母 上 加 一 点 表示 @, 即 上 式 可 
简写 为 


(1.1 一 33) 


入 一 (CA, ) {1.1 一 33 ) 
恨 据 此 定 立 与 微分 的 基本 性 质 ,可 得 到 如 下 关系 式 ， 
(ah) = 2 + (1.1— 34) 
人 (A+B)= 有 + (1.1— 35) 
F(AB) ~ AB + ABP (1.1— 36) 


式 中 ;a 为 时 间 函 数 的 一 标量 ;A 与 B 均 为 时 间 函 数 的 抢 阵 ,它们 满足 矩阵 运算 
的 条 件 。 

2. 扎 阵 对 变量 的 偏 导 数 

在 运动 学 与 动力 学 的 分 析 中 将 遇 到 多 个 变量 的 微分 方程 组 或 代数 方程 组 
如 果 这 组 变量 为 5 个 ,通常 引信 一 n 阶 列 和 矩阵 表示 这 组 变量 , 例 

q=(g 9 7 0) (1,1 — 37) 

考虑 以 这 组 变量 为 自 变 量 的 - -标量 随 数 4 = afeci， 9 9,), 现 简写 为 

a(g) :将 消 数 at9) 对 变量 阵 gq 的 傅 导 数 定义 为 …n 阶 行 阵 ,其 元 素 分 别 为 该 标 


量 函 数 对 各 自 变 量 g, 的 偏 导数 。 现 将 晒 数 a(g) 对 变量 阵 g 的 偏 导 数 记 为 5 ， 
或 简写 为 a, ,有 
aaa1oa oa ., aa 1aa 
( 认 da je )= (有 | 
请 注意 , 它 与 通常 定义 a 为 列 阵 的 符号 式 (1.1 一 11) 不 -- 致 。 
又 他 mx 阶 列 阵 十 ,其 元 素 (i=1,…, 1m) 为 变量 阵 9 的 函数 , 即 有 
B= (Bg) P(g)  B, (gqg))! 


(1.,1 — 38} 


一 


10 第 1 章 数学 基山 


列 阵 四 对 变量 阵 g 的 偏 导 数 记 为 55 ,或 简写 为 gl 。 用 ; 表示 行 下 标 ,用 j 表 
示 列 下 标 ,定义 该 仿 哇 数 DD, 为 mr xX xn 阶 和 矩阵, 是: 


及， IP! 49, 
dg 9g 09g, 
of DB 时 79 " 3 
J 三 强 二 {二 | = 0 2 gn (1.1 — 39) 
” | 99g, WY : 。 ， 
dB. om, op. 
dg dq dg 


[ 例 1.1 一 2] 定义 由 两 个 变量 8 与 ,构成 的 变量 阵 q=(98 名)。 有 


一 标量 孙 数 a = sin 8 cos 28, 与 一 二 阶 列 阵 
B= (sin (+20,) cos (20 一 有 cos(20, —20,))7 
分 别 鸭 该 变量 阵 的 函数 。 求 它们 对 变量 阵 gq 的 偏 导数 。 
解 ; 由 式 (1.1 一 38) 的 定义 ,标量 阔 数 a 对 g 的 偏 导数 为 1x2 行 阵 ,有 


可 可 . . 
在 ， 二 (其 落 )= {cost cos2 6, 一 2sin Bsin 208,) 


由 式 (1.,1 一 39) 的 定义 , 列 阵 更 对 9 的 偏 导 数 为 3x2 阶 和 矩阵 ,有 
cos (日 + 26,) 2008 (8 + 28,) | 
Db = | 一 2sin (20, — 6,) sin (28, 一 下) 
— 2sin (£28, — 28,) 2sin (28, 一 20,)| 


1.2 矢量 


1.2.1 失 量 ,矢量 基 与 基 欠 量 


矢量 2 了 是 一 个 具有 方向 与 大 小 的 莉 。 它 的 大 小 称 为 模 , 记 为 | 了 | ,或 简写 
为 a。 模 为 1 的 矢量 称 为 单位 矢量 。 模 为 0 的 矢量 称 为 零 关 量 , 记 为 0。 矢量 
在 几何 上 可 用 一 个 带 箭头 的 线段 来 描述 ,线段 的 长 度 表 示 它 的 模 , 箭头 在 某 一 空 
间 的 指向 为 它 的 方向 。 利 用 这 种 方式 撒 述 的 矢量 又 称 为 几何 矢量 。 通 过 几何 学 


的 关系 可 定义 如 下 的 矢量 的 运算 。 


了 在 国家 标准 GB 3102.11 中 , 贤 求 矢量 以 黑体 字母 表示 ,这 将 与 矩 防 的 表达 混 清 ,为 此 本 书 凡 拓 


景 均 用 上 上面 加 一 征 美 的 白 斜 体 字 母 表 示 。 
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模 相 等 .方向 一 致 的 机 矢量 也 与 5 称 为 两 矢量 相等 , 记 为 
a2=b (1.2—1) 
标 导 a 与 矢量 过 的 各 为 -个 所 量 , 记 为 ,其 方向 与 矢量 有 一 尾 , 模 是 它 的 
a 售 , 曲 


C= ag (1.2— 2) 
两 失 量 与 5 的 和 为 -个 矢量 ,i 为 , 即 
2 = 有 a+e (1.2— 3) 
它 与 两 矢量 也 与 户 的 关系 遵循 如 图 1 一 la 的 平行 四 边 形 法 则 。 矢 量 的 和 运算 遵 
循 结合 律 与 交换 律 , 即 有 
2+p+E= (d+)+re=a+(p+e) (1.2—4) 
a+b=0+e (1.2—5) 
两 矢量 & 与 6 的 点 积 (或 称 为 标 
积 ) 为 一 个 标量 , 记 为 &, 它 的 大 小 为 2 


， df 
下 一 如 
(1.2— 6) fd 
式 中 ,9 为 两 矢量 也 与 5 的 夹 角 。 特 殊 


情况 ,& =5, 此 时 8=0, 有 GE= ag， oe 
即 矢量 白 身 的 点 积 为 其 模 的 壮 方 。 ”中 下 时 和 tb 矢量 义 积 
"有 时 也 简写 为 8°， 图 1-1 儿 何 矢量 运算 
由 式 (].2 一 6) 可知, 矢量 的 点 和 
有 交换 律 , 即 
了 {1.2 -7) 
岗 矢 量 与 5 的 灵 积 (或 称 为 矢 积 ) 为 一 个 矢量 , 记 为 2, 即 
=x {1.2— 8) 


它 的 方向 王 直 于 两 矢量 也 与 8 构成 的 平面 , 且 三 矢量 ,5 ,2 的 正 向 依次 遵循 右 
手法 则 { 见 图 1 一 1b}。 失 量 纪 的 模 为 

t= db sin (1.2—9) 
式 中 ,0 为 两 矢量 & 与 5 的 炎 角 。 由 定义 知 ( 见 图 1- lb) ,矢量 的 又 积 无 交换 律 ， 
但 有 


axb=-bxe (1.2 -10) 

天 量 的 点 积 与 广 积 有 分 配 律 , 即 
了 (b+e)= ( .py+(E (1.2—11) 
RxX(b+e)= (dxb)+t (人 Xe (1.2— 12) 


由 上 述 的 基本 运算 可 以 得 到 如 下 常用 的 较 复杂 的 运算 关系 式 : 
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Ax (Bx)= oR)- (并 (1,2 - 13) 

2d (BxeA)= EE. (BxXb)=6. (txd) (1.2 -14) 

式 (1.2 一 13) 左 边 称 为 三 矢量 的 两 重 叉 
积 , 式 (1.2 一 14}) 左 边 称 为 三 矢量 的 混合 


口 


拓 芥 的 几何 描述 很 难处 理 复 东 运算 

的 问题 。 通常 末 用 比较 多 的 是 天 量 的 代 

数 表 达 方 法 。 为 此 首先 用 三 个 正 变 的 单 

位 天 量 ee 所 依次 按 右手 法 则 构成 - 

个 参考 空间 ( 见 图 1- 2), 称 为 矢量 基 ( 简 

称 基 ) 或 坐标 系 。 这 三 个 止 变 的 单位 适量 
称 为 这 个 基 的 基 天 量 . 根据 三 个 基 矢 量 的 正 交 性 ,有 如 下 的 关系 式 : 

ce = By (1.2 — 15) 

Es X63 = Eg Ey (1.2 一 16) 


式 中 ,8% 称 为 殉 罗 内 克 (I,.，Kronecker) 符 号 , 即 


网 1-2 天 量 基 与 天 量 坐 标 


、 上 1 当 a=8 
”|0 当 a 关 昌 
而 &opy 称 为 李 奇 (Riccj) 符 号 , 即 
上 当 a,8,7 依次 循环 
字 | -1 其 余 


(a, = 1.2,3) {1.2 — 17) 


(a.B,Y=1,2,3; a¥ PY) 


(1.2— 18) 
将 基 矢 量 ,és ,es 构成 一 个 矢量 列 阵 加 , 即 
= (2 6 és) (1.2 — 19) 
用 它 来 表示 这 个 矢量 基 。 对 于 不 同 的 基 , 在 E 上 加 上 标 进行 区 分 。 例 , 基 如 与 
基 志 分 别 表 示 基 与 基 +, 即 
外 
天 量 列 阵 是 标量 列 阵 式 (1.1- 9 的 拓展 。 矢 量 阵 运算 的 定义 在 形式 上 与 一 般 的 
息 阵 运算 定义 一 致 。 例 如 有 矢量 阵 式 (1.2- 19) 与 矢量 卫 , 以 下 算式 成 立 : 


让 一 二 + 
€| a el i {ei 2 | 

二 全 二 ,Lr 于 下 上 下 由 

Qa"B=a ee |= ae, érd= 6 1d ea {1.2 ~ 20) 
Le31 Ae; E | 加 四 


DD 本 书 凡 矢量 阵 用 上 而 加 一 第 尖 的 黑 射 体 字 塔 表 示 , 以 区 别 于 标明 二 阵 ， 


a x) 
AXéE=E Xx 2 = dxé | [1.2 一 21 
2 laxésl 
[el | ee 21*€7 F163 | 
6E-ET = 6 Es B= |6 el Bd bl (1.2 一 22) 
és [8 BB 


El XE 已 | XE PL Xe! 


一 B63 XE ei XE ez X € | (1.2 一 23) 


1 EB3 Xe CXeées é3xXéal 
不 难看 出 , 式 (1.2 一 20) 与 (1.2 一 21) 是 式 (.1 一 15) 的 拓展 ,在 运算 中 ,对 于 式 
(1,2 一 20) 与 (1.2-21) 中 的 矢量 阵 ,矢量 相当 于 式 (1.1--15} 上 的 标量 4 的 
地 位 。 式 (114.2 一 22) 与 (1.2-23) 是 式 (1.1 -20}) 的 拓展 。 注 意 以 上 的 算式 中 点 
积 与 又 积 的 运算 符 不 能 遗漏 ,对 于 六 积 运算 的 次 序 不 能 交换 、 

考虑 到 式 (1.2-17) 与 (1.2-18), 式 (1.2-22) 与 (1.2-23) 分 别 可 化 简 为 


攻 (1.2 ~ 24) 
| 0 £3 -| 
~ | . 
ExE= 2 0 6 (1.2 — 25) 
| _ 
| PF) -eI 0 


1.2.2 矢量 的 坐标 阵 


在 某 个 失 量 基 E 上 上 ,根据 矢量 和 的 定义 ,任意 矢量 总 可 通过 如 图 1- 2 所 示 
天 量 和 圾 示 ,其 矢量 运算 表达 式 为 
4 = del 十 GE + asé (1.2~— 26) 
陈 中 ,elieyaaea 与 ae 分 别 为 与 基 矢 量 方向 一 致 的 三 个 矢量 , 称 它们 为 矢量 
a 在 相应 基 天 量 和 的 三 个 分 矢 重 ,或 简称 为 分 量 。 三 个 标量 系数 Gilyeaayty 他 
别称 为 矢量 和 在 三 个 基 矢 量 上 的 翁 标 。 这 三 个 坐标 构成 -个 标量 列 阵 称 为 矢 
最 2 在 该 矢量 基 上 的 坐标 阵 , 记 为 
a= (a Re (1.2 -27) 
特殊 情况 , 基 失 量 上 ,所 与 6 在 该 基 下 的 坐标 阵 分 别 为 
er=tl 0 Oe=(0 1 Ql,ea=(0 0 1) 
利用 答 阵 乘 运算 的 形式 ,表达 式 (1.2- 26) 可 写成 矢量 总 的 坐标 阵 与 基 上 的 矩阵 
积 , 即 
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da=éa=a8 (1.2 ~ 28) 


考虑 到 式 {1.2-26) 与 11.2- 1s) ,不 难 验 证 矢量 & 的 坐标 阵 式 (1.2 一 27) 有 和 如 
下 的 表达 式 : 


al Iai ge1 "a 
uy = drel= |é a (1.2 — 29) 
3 da 63] ey3* a 
故 考 虑 到 式 (1.2- 20), 上 式 可 简写 为 
一 人 6:d (1.2 — 29 ) 
三 个 坐标 还 可 与 成 一 个 反对 称 方 阵 , 记 为 
0 ai 2 
f= a 0 al| (1.2 — 30) 
一 2 i 0 
称 此 方 阵 为 矢量 习 在 该 矢量 基 上 的 坐标 方 阵 。 由 式 (1.1- 5) 知 ， 
da" = 于 (1.2 — 31) 


应 该 指出 ,根据 定 交 ,矢量 在 几何 上 是 一 客观 存在 的 量 , 与 矢量 基 的 选取 无 
大 。 而 矢量 的 坐标 阵 与 矢量 基 有 关 。 讽 如 ,有 两 个 不 同 的 矢量 基 放 与 闻 ， 所 最 
d 在 这 两 个 基 上 的 坐标 阵 分 别 记 为 a 与 a*{ 见 图 1 一 3)， 由 式 {1.2 一 28) 有 

d=a' é=a  é (1.2— 32) 
或 
已 二 68 (1.2 一 32 1 


图 1- 3 间 -个 和 量 在 不 同 基 上 的 泽 标 阵 
下 而 讨论 矢量 的 运算 与 在 同 个 基 下 的 坐标 阵 运算 间 的 关系 。 
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首先 邻 矢量 总 ,pb 与 < 在 基 下 的 坐标 阵 分 别 记 为 4,b 与 e。 由 式 (1.2- 
28) ,有 


d= Eu (1.2 - 33) 
b= Eb (1.2- 34) 
C= Eile (1.2 ~- 35) 


将 式 纪 .2 一 33) 与 {1.2 一 34) 代 入 式 (1.2 一 1), 比 较 两 边 可 得 结论 :相等 的 两 
矢量 去 与 六 的 在 同一 个 基 上 的 坐标 阵 相 等 , 即 a = 5; 反 之 亦 然 。 
将 式 (1.2 一 33) 与 (1.2~34) 代 入 式 {1.2 一 2),(1.2 一 3),(1,2-6) 与 (1.2 一 
8) ,它们 的 右边 分 别 为 
a -aé'a=é oa, 
a+t+b=ératé b=é (at+b) 
da'B=-a ee b=a'l,b=a'b 
HXb=aéxé b=(a,bs — a3 ba el + (asb! -aba)e, 十 (a1b, -a2 be = 
上 面 的 第 三 式 应 用 了 式 {1.2-24) ,第 四 式 应 用 了 式 (1.2-25) 与 (1.2- 30)。， 将 
这 些 式 子 与 式 (1,2 一 35) 比 较 , 可 得 到 矢量 的 基本 运算 在 同 一 基 下 对 应 的 坐标 运 
算式 , 现 列 于 表 1.2-1 中。 根据 表 1.2 -1 读者 可 很 容易 写 出 较 复杂 的 矢量 运 
算 对 应 的 坐标 阵 运算 式 。 
表 1.2-1 和 朱 量 运算 与 同一 基 下 坐标 阵 运算 的 关系 
| | 
== lp= 
于 一 本 闪 丰 一 a * i 


| 


[ 例 1.2-1] 已 知 矢量 与 5 在 基 8 下 的 坐标 阵 分 别 为 a 二 {1 2 0)7 与 
5=(0 0 1)", 求 矢量 2=&+b 与 =a Xx58 在 该 基 下 的 华 标 阵 。 
解 : 由 表 1.2-1 矢量 2=&+8 的 坐标 运算 式 为 


1| {0 1| 
一 在 十 上 = |2|+ 一 |2 
0 i1 : 
考虑 到 式 (1.2 一 30), 由 表 1.2 一 1, 矢 量 4 =& Xx5 的 坐标 运算 式 为 
| 0 0 21f0 | 2 
d=ib=. 0 0 -1 中 一 1 
-2 1 ol lo 
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例 1.2- 1 图 
读者 不 难 由 图 示 的 矢量 的 几何 关系 验证 上 述 坐 标 阵 运 算式 的 结果 。 


[ 例 1.2-2] 写 出 两 重 叉 积 E=#x (5Xd) 与 混合 积 a = 总 .(BX 过 ) 对 应 
的 坐标 运算 式 。 

解 : 5| 人 矢量 了 了 =X, 由 表 1.2--1 知 ,该 矢量 的 坐标 运算 式 为 f= Bd。 
利用 该 矢量 , 题 中 的 两 重 叉 积 与 混合 积 可 表 为 E=dxr 与 = 了 六 因而 由 表 
1.2 一 1 有 

c= f=abd, a=af=a'bd 


[ 例 1.2~3] 斌 证 明 如 下 有 关 坐 标 方 阵 的 一 些 有 用 的 等 式 : 


aa = 人 0 (1) 
dd -a= (2) 
(atb)=a+b (3) 


证 明 : 由 矢量 丸 积 的 定义 (1.2 一 8) 与 (1.2-9) 知 ,矢量 式 了 XE=0, 按 表 
1.2~1 和 直接 写 出 对 应 的 谷 标 式 , 即 为 式 (1). 

引 人 作 意 矢 曙 ,有 (a Xx#)-2=0, 按 表 1.2-1, 且 考虑 到 (1.2 一 31), 可 得 
矩阵 运算 式 

(Ga}'c=aarec=—-a'dc=0 

由 于 上 式 对 于 任意 矩阵 e 均 成 立 , 故 有 式 (2). 

考虑 到 矢量 叉 积 具有 分 配 律 ,有 ({d+P)xze=xe+pxe, 按 表 1.2-1 分 
别 可 推 得 矢量 式 的 笃 标 式 


a+b}jc=ic+tbe = (aa+Ppyr 
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由 于 矢量 式 矢 量 是 任意 的 ,由 此 直接 叮 得 式 (3)。 
1.2.3 矢量 对 时 间 的 导数 


上 节 己 经 提 到 ,所 量 是 一 与 参考 其 无 关 的 数学 量 , 故 它 随 时 间 的 变化 也 与 参 
著 基 无 关 。 如 图 1 一 4 所 示 , 在 时 刻 了 ,该 天 量 的 大 小 与 方 回 为 &() ,到 时 刻 * + 
六 ! ,该 拓 量 的 太 小 与 方 同 为 &(t+At), 定 义 和 所 量 在 时 刻 :1 对 时 间 的 导数 是 另 一 
个 矢量 , 记 为 和 d, 且 
ae Hi tA 一 人 (1.2 _ 36) 
这 种 从 几何 上 考察 或 进行 矢量 导数 的 
运算 是 极 不 方便 的 。 为 了 考察 矢量 的 大 小 3 
与 方 回 的 变化 ,通常 套 在 一 个 参考 基干 进 
行 。 显 然 ,在 不 同 的 参考 基 上 考察 同一 个 所 
量 的 变化 结果 将 不 同 。 因 此 在 定义 所 量 对 
时 间 的 导数 时 需 表明 3| 人 入 考察 的 参 兽 基 ， 
现在 某 一 参考 基 诗 二 考察 -个 矢量 #。 定 


义 了 (8) 为 矢量 在 参考 基 闻 上 对 时 间 的 
导数 ， 

在 基 关上 考察 它 自身 的 三 个 基 矢量 61(i = 1,2,3) ,显然 在 该 基 上 它们 不 随 
时 间 变 化 ,有 


图 | 4 所 其 对 时 间 的 导数 


-FF (= 1.2.3) 


将 窟 阵 对 时 间 导 数 的 表达 式 (1.1-33) 推 广 旬 矢量 阵 , 故 上 式 可 简写 为 如 下 第 阵 


de -6 二 -5 (1.2 -37) 
由 式 11.2- 32) 与 {1,1 一 36), 且 考 虎 到 上 式 有 
同 理 ,由 式 (1.2 一 32 有 
ha )= ei (1.2 ~ 38°) 


册 此 可 得 到 如 下 结论 :矢量 & 在 基 吉 上 对 时 间 的 导数 为 一 矢量 , 它 在 该 菇 的 化 
慰 阵 等 于 矢量 在 基 的 坐标 阵 对 时 间 的 导数 。 
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显然 ,对 于 标量 a, 对 时 间 求 导 的 左上 标 无 意义 , 即 半 a = = 对 于 


矢量 求 导 ,如果 所 定义 的 参考 基 全 为 公认 或 在 约定 的 情况 下 ,为 了 书号 方便 有 


时 矢量 求 导 的 表达 式 也 作 如 下 的 简写 , 即 七 了 = 所 二 = 了。 污 者 应 该 注意 识别 。 


刁 矢量 对 时 间 导 戏 的 定义 与 算 阵 对 时 间 导 狗 的 公式 ,不 难得 到 表 1.2-2 所 
列 的 对 照 关 系 式 。 例 如 ,对 于 表 1.2-2 第 一 行 的 堪 列 ,考虑 到 式 (t.2 一 38 ) ,其 
左边 可 表 为 

人 (az 一 Er (o0) 
考 沪 到 式 (1.2 32 与 (1 2 _ 38.) .其 右边 为 
dd + ad= Eat+ai ld = EG +od) 
将 以 上 两 式 代入 表 1.2 一 2 第 一 行 的 正 列 , 考 虚 到 同一 基 下 坐标 阵 相 等 ,可 得 到 
相应 的 矩阵 式 如 表 1.2 一 2 第 一 行 的 右 列 。 读 者 不 难 类 似 推 导 表 中 后 3 行 的 对 
应 关系 。 表 中 最 后 - 行 的 推导 ,用 到 了 如 下 关系 式 : 
让 = a (1.,2 — 39) 


读者 不 难 对 其 进行 证 明 。 
表 1.2-2 矢量 对 时 间 导 数 运算 与 同一 基 下 华 标 阵 运算 的 关系 


坐标 阵 运 算式 
dg . 


da +bp)—at+sh 
dTp) =albp+a'b 
d+ 


ard)=dxEtax? (ab)=ab+ab 


[ 例 1.2-4] 求 如 下 矢量 在 基 人 上 对 时 间 的 导数 : 
a = (sintyEl + (cos 27)83 + (37)23 
解 大量 过 在 基 庆 的 坐标 阵 为 
8r=rsint cos 2 32)! 


由 式 (1.2 -38 ) ,该 矢量 在 基 六 革 对 时 间 的 导数 为 


2 1 
‘dd "rT Tr = 之 丁 | 部 也 二 
一 a 6 = (co0st —2sin2: 3) 6|= (cos 1)2: — (2sin 21)25 + 32° 
6E3 | 


或 直接 对 矢量 求 导 ,考虑 到 式 (1.2-37), 有 
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7 1 CF 。 +E 5 = 可 二 让 
a = 2[(sin 人] 二 [eo 27)82 |]+ T1306] 


= (cos 1)E7 ~ (2sin 27)63 + 3es 


1.3 方向 余弦 阵 


如 脐 所 述 , 拓 量 的 坐标 阵 与 矢量 基 有 关 。 对 于 两 个 不 同 的 矢量 基站 与 冯 ， 
同 :个 失 量 总 分 别 有 两 个 学 标 阵 和 与 ga"[ 见 不 {1 .2~ 32) ,它们 之 间 应 存在 … 
定 的 关系 。 在 讨论 此 关系 前 , 需 先 引 人 方 向 余 孩 阵 的 概念 

对 于 两 个 不 同 的 矢量 基站 与 部 , 即 


er= (1.3—-1) 
定义 以 下 3x3 方 阵 为 基 后 相对 于 基 玄 的 方向 余 芝 阵 : 
A = Ee (1.3—2) 


和 如果 所 定义 的 参考 基 为 公认 或 在 约定 的 情况 下 ,方向 余 层 阵 A&* 有 时 可 简写 
为 和 "或 和 4。 展开 式 (1.3-20) 有 


h zh > 
及 1 A A E: " e1 ei * £2 21 “ 3 
击 _ 择 > b = 2b b 
点 “一 六 1 入 2 六 一 3 - P] ea ”和 e3 “ E3 (1.3 一 3) 
+ b 二 + 十 h 
A A A ce ET E36 2 82 


可 多 方向 余弦 阵 的 元 素 为 两 个 基 的 基 矢 量 的 点 积 , 又 由 式 {1.2 一 6), 这 些 点 积 为 
单位 矢量 夹 角 的 余弦 ,这 也 就 是 将 矩阵 六 * 称 为 方向 余弦 阵 的 原因 ,此 外 ,根据 
式 (1.2 一 29), 由 式 (1.3-3) 不 难看 出 ,方向 余弦 阵 的 三 列 4, = (A,， A, 
435) (=1,2,3) 依 次 为 基 名 的 基 矢 量 (j=1,2,3) 在 6 上 的 从 标 阵 。 其 二 
行 构成 的 列 阵 4, 二 (A 4 An) Ti =1,2,3) 依 次 为 基 ' 的 基 矢 量 六 fi = 
1,2,3) 在 站 的 举 标 阵 。 对 照 式 (1,2 一 26) ,上述 关 系 吕 用 如 下 矩阵 式 表 示 ， 


之 


fe1 Al Ap Anlfe 
一 A 入 > A 2 (1.3 ~ 4) 
E5 Ap 1 6 
对 上 照 方向 余弦 阵 的 定义 式 (1.3 -~ 3), 上 式 可 简写 为 
2 = A (1.3—4) 
闻 理 ,有 
2B” ~ AP)TE: (1.3— 5) 


搞 此 ,在 已 知 某 基 的 基 矢 量 在 另 一 基 的 坐标 阵 的 情况 下 ,可 直接 写 出 两 基 的 
广 问 余弦 阵 。 例 如 ,已 知 基站 的 基 矢 量 并 ,局 ,2+ 在 基 刘 的 坐标 阵 分 别 为 
eré'=(0.338 0.429 0.838)T 
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Bre =(—0.191 0.902 一 0.387) 
Ee =="…0.922 一 0.293 0,387)° 
则 基 闻 关 于 基站 的 方向 余弦 阵 为 
10.338 一 0.191 — 0.922 
4"= 0.429 0.902 -0.293 
[0 838 -0.387 0.387| 
虚 然 4 =(4 42435) (j=1,2,3) 为 基 矢 量 站 在 上 的 坐标 阵 ,由 式 
(1.2 一 19) 与 [1,2 一 20) 可 得 到 如 下 9 个 关系 式 ， 
A = A tA tA = =1,2,3) (1.3- 6a) 
入 ] 六， 二 太 AAz 十 六 1 太 w 十 太 41 太 2 王 "| 
外 ?和 二 AA + AwAn + AvAn = 0 (1.3 ~ 6b) 
并 3 并 | 二 六 13 太 十 六 2 十 六 六 二 | 
i AA — AuAy | 
A 六 1 i 有 A 有 
所 Da 本 总 各 六 这] 
由 于 式 (1.3 一 6b) 描 述 三 个 基 矢 量 正 交 , 式 {1.3 一 6c) 表 示 二 个 基 矢 量 依 次 右 旋 
正 交 ,这 6 个 式 于 只 有 3 个 独立 ,加 上 式 ({1.3 一 6a) 的 3 个 式 子 ,这 样 方向 余 六 阵 
中 的 9 个 量 有 6 个 独立 的 关系 式 , 由 此 可 知 ,9 个 方 创 余 琉 矩阵 的 元 素 中 只 有 3 
个 是 独立 的 ， 
方向 余弦 阵 有 如 下 一 - 些 性 质 : 
(1) 攻 冯 关于 基 冯 的 方向 余 弦 阵 4* 和 基 全 关于 基 如 的 方向 余 芒 阵 A 二 
为 转 置 。 
事实 上 ,将 式 (1.3-2) 两 边 转 冒 ,考虑 到 定义 式 (1.3 一 2), 即 可 得 到 本 性 质 ， 
其 表达 式 为 


和 1 各，= = 六， (1.3 - 6c) 


(A™) 一 人 A” (1.3—7) 

(2) 当 两 个 基 的 基 矢 量 的 两 两 上 六 向 - 致 , 则 它们 的 方向 余弦 阵 为 三 阶 单位 
事实 上 ,由 式 (1.3 一 2) 与 (1.2 一 24) 不 难得 天 本 性 质 的 表达 式 为 

A = (1.3— 8) 

(3) 特有 三 个 基尼 ,E 与 全 ,其 中 全 相对 于 全 和 这 相对 于 计 的 方向 条 弦 阵 

分 别 为 47" 与 和 ,有 

六 一 六， (1.3—9) 

事实 上 ,由 式 (1.3 一 4), 有 

6 = AB A®AE 
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己 式 {1.3 一 4 比较 可 得 式 (1.3 一 9)。 读者 可 根据 上 标的 排列 记 住 上 述 关 系 。 此 
关系 可 推广 到 有 限 个 基 的 方向 余 芒 阵 转换 。 
(4) 方向 余弦 阵 是 一 止 交 阵 。 
事实 上 ,作为 式 (1.3 一 9 特殊 情况 ,考虑 到 式 {1.3 一 7) 与 (1.3 一 8), 有 
大 站 一 六 AT(ATYT = 


故 有 本 性 质 , 即 
(4 = (A) = A (1.3 — 10) 
{5) 不 同 基 正秋 量 举 标 阵 问 的 关系 式 为 
a’” = 种 补品 (1.3—11)} 
事实 上 ,对 于 矢量 a, 巾 式 (1.2 一 29) 与 {1.2 一 28) 有 


ad Ed Eeriat 


根据 定义 式 {1.3 一 2) 即 可 得 式 (1.3 一 11)。 
(6) 不 同 基 下 矢量 坐标 方 阵 间 的 尖 系 式 为 
让 5 = A*arA™ (1.3— 12) 
请 读者 注意 特 标 阵 与 坐标 方 阵 恋 换 式 (1.3 一 11) 与 {1.3 一 12) 的 差别 。 事 实 
上 ,如 果 引 入 任意 矢量 ,考虑 到 表 1.2- 1 与 上 式 ,矢量 式 上 <= 了 xb 在 基 各 与 
é' 下 的 坐标 式 分 别 可 表 为 
er =ab = arArb,c a'b’ 
由 忒 和 .3 一 11) 有 ,c= A*e', 将 以 上 两 式 代 人 ,经 整理 有 
Arab’ 一 trArrp’ 
考虑 到 矢量 的 任意 性 ,两边 乘 4*, 考 虑 到 性 质 (4) 即 可 得 式 (1.3 一 12). 
(7) 方 同 余 蓄 阵 的 行列 式 等 于 1, 即 
det 和” = {1,3- 13) 
事实 上 ,考虑 到 4 = (4 A， Ay) GG=1,2,3) 为 基 矢 量 如 在 i 上 
的 坐标 阵 , 由 行列 式 定 闵 与 表 1.2 一 1 ,不 难 验 证 ， 


| 六 和 AA A BA» 
det 4 一 A | 22 32 | + A 32 [2 , 12 22 
| A Ass| As An Al An 
考虑 到 
él 一 Ael 十 A122 十 313 
2b 2b | A» Ay A A . A An 四 
本 3 演 3 一 Es 十 | Ey 
[A A 六 3 A A A 
土 式 可 表示 六 


+b" 


21 +b 
det 六 = er， (23 xX es) 


又 考虑 到 总 = 名 Xx 外 ,代入 上 式 可 得 式 (1.3 一 13)。 
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(8) 对 于 如 下 方向 余弦 阵 4 的 本 征 根 方程 ,至 少 存在 一 个 1 =1 的 根 为 
[4 -af| = (1.3— 14) 
事实 上 ,展开 上 式 碍 
142-AMT =A -tah+tra -ln0 
将 1=1 代 人 ,满足 方程 。 
(9) 任意 黄 个 基 总 存在 一 个 矢 基 , 它 
在 两 个 基 的 坐标 阵 相等 。 
事实 F, 将 本 征 根 入 =1 的 本 征 矢量 
记 为 户 , 在 基 名 的 坐标 阵 为 p", 代 人 本 征 
方程 ,有 (A* 一 I}p* =0。 展 开 得 p+ = 
和 "pr, 考虑 到 {1.3 一 11), 有 p*=p', 由 此 
可 得 到 本 性 质 ， 
如 图 1 一 $ 所 示 , 对 于 基 守 与 攻 部 , 方 
向 宗 强 阵 已 知 , 它 的 本 征 根 为 1 的 本 征 矢 
草 五 一 定 存在 。 因 此 由 p" = p' 可 推 知 ， 可 
pr 一 记 (i==1,2,3)。 即 与 矢量 平行 的 N _ 
任意 矢量 在 两 个 基 上 的 坐标 阵 定 相等 。 |”  “ 尖 的 “区 转生 拓 呈 要 标 几 
从 另外 一 个 角度 讲 , 上述 性 质 可 肛 解 为 将 矢量 了 作为 一 个 旋转 轴 , 基站 是 莫如 
绕 舌 量 5 转 过 一 个 有 限 角 上 度 后 到 达 的 新 的 位 置 。 所 以 上 述 性 质 与 如 下 结论 一 
致 : 
对 十 任意 两 个 基 总 存在 一 个 矢量 , 绕 该 矢量 转 过 一 个 有 限 角 度 总 可 从 其 中 
一 个 基 到 达 另 … 个 基 。 该 矢量 称 为 一 次 转动 矢量 。 


1.4 平面 矢量 


在 理论 力学 中 经 常 电 到 这 样 -类 问题 , 即 描述 运动 学 或 动力 学 的 矢量 及 其 
变化 过 程 均 在 某 一 参考 平 而 内。 为 了 数学 表达 简 少 超 见 , 引 人 平 徊 矢量 的 概念 。 

定义 一 参考 平面 空间 ,用 一 个 二 维 的 矢量 基 描 述 ， 
好 B=( 工 7) ,其 中 尺 与 3 为 基 失 最 ,大 点 为 Qf 地 
图 1-6)。 该 参考 平面 的 法 线 方 向 记 为 过 = 地 X 六 。、 参 
考 平面 内 的 任意 点 的 矢 径 7 为 该 平面 内 的 矢量 , 称 
为 平面 矢量 。 它 在 参考 某 E 的 兴 标 阵 x? 可 用 二 维 的 标 
量 坐 标 阵 描述 , 即 = (xz” y*)'。 作 为 基 矢 量 习 与 
图 1-6 平面 估量 3, 它们 的 坐标 阵 分 别 为 x 一 (1 0)? 与 y=({0 1)7。 


1.3 方向 余 艺 阵 2 


平 而 矢量 天 与 其 二 维 坐 标 阵 亚 的 关系 仍 可 写 为 
élr =r = ri+ yy (1.4—1) 
令 任 意 两 个 平面 和 失 量 & 与 5, 它 们 的 坐标 阵 分 别 为 a=(a。 a,) 与 6= 


(5， 必 ,) ,如 下 平面 矢量 运算 和 对 应 的 同一 基 下 的 二 维 算 阵 的 运算 成 立 : 


i 二 ad "= od (1.4—2) 
二 + 六 c=at+pb (1.4—3) 
a=db=ba c=~a'b=b'a (1.4-4) 


式 中 :a 为 -标量 ,上 为 平面 矢量 。 
然而 ,对 于 丸 积 d=& XB, 按 定义 ({ 见 图 1 一 1b) 它 是 一 个 垂直 参考 平面 的 条 
量 ,其 模 为 


中 二 CR, 一 GO = (Ia)'b (1.4— 5) 
式 中 
i | (1.4-6) 
1! 0 
这 样 矢量 4 可 写 为 
d= ax6 = (a)'pbz (1.4-7) 


pe a 是 


记 为 #2{ 见 图 1 一 7), 基 


一 上 ,di 机 
了 = 之 =— at+asy—é a 


利用 式 (1.4 一 6) ,可 得 矢量 z 与 & 的 举 标 阵 间 的 关系 
为 图 1-?7 矢量 有 & 与 的 关系 
a=1a {1.4— 8) 
可 见 ,2x2 阶 第 阵 工 在 描述 平面 运动 的 矩阵 表达 式 中 很 有 用 。 椒 难 验 主 , 此 和 拓 
阵 有 如 下 性 质 ， 
I =-1,H=-1,71= 1 "=I1 (1.4 -9) 
如 矢 1-8 所 示 , 如 果 在 平面 上 有 两 个 基 : 斌 =( 关 六 并 与 二 = 【种 
六 ) ,基点 分 别 为 D 与 C。 两 基 的 第 三 个 基 矢 量 均 为 平面 的 法 向 单位 矢量 之 
基 全 关于 基 e' 的 方向 余弦 阵 可 用 一 个 2x2 的 标量 阵 来 描述 
A A 
和 2 六 
式 中 : 列 阵 ou =(4，， An)' 与 4a;=(Al Aw)? 分 别 为 基 矢 量 z* 与 水 在 参 


起 一 | 
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考 基 六 的 从 标 阵 ; 行 阵 的 转 置 b, =(A Ap ) 与 2 
b, = (4 A)" 分 别 为 基 矢 量 产 与 六 在 参考 基 M 
6 的 坐标 阵 。 如 果 定 义 角 gq 为 参考 基 去 的 基 矢 量 
2' 与 基 人 的 基 矢 量 去 的 夹 骨 ,和 且 以 绕 zz 的 正身 转 
动 为 正 { 见 图 1-8), 则 了 两 基 的 方向 余 蕊 阵 为 
A = (7 nn ?] (1.4— 10) 
号 [1 的 人 CD 名 


上 式 对 时 间 求 导 , 考 虑 到 式 (1.4 一 6), 有 
Au = 人 - IA?o (1.4— 11) 
和 如 一 51 名 ， 
最 后 ,读者 不 难 验证 , 方 阵子 与 方向 余 弱 阵 的 乘积 有 如 下 的 性 质 : 
AT = IA, A'T= IA! (1.4 — 12) 


| TT 


型 1 名 两 平面 基 的 关系 


习 是 


1~1 在 下 列 癌 量 组 中 的 哪 一 个 是 线性 讽 关 的 ? 
C(O 1 DT LO 0 0'; 
(il 0 D0 1 0)'; 

(tl 2 4)1(2 1 3 {4 -1 1 
1-2 求 下 列 方 阵 的 秩 : 


i 2 了 2 2 一 2 4 
(1 A=| 1 2 wn -1 : 
| ， 一 了 0 一 立 2 -4 
1 一 3 证 明 以 下 方 阵 沟 正 屎 阵 ( 其 中 ,Sg = sin pCp= eos yg); 
[Cp 0 Sp 
a= | cy gpg= bo 100 
L Se CF -sp 0 Co) 
1-4 对 于 坐标 阵 a={al ez ax) , 今 BB=(qa ), 问 在 什么 条 件 下 肥 = BB" 为 正 
交 阵 ? 
Dr -dryty ret ye | 
1~5 令 面 = ， 
— x +ry -2y + -ze 


车 qg={r 9% zj 三, 求 更 与 四 ,日 让 明 硬 Dg. 
1-6 已 知 基 的 基 矢 量 为 2 ,63,283 计算 亲人 ET 
1-~7 今 舌 量 世 与 3 在 某 基 下 的 举 标 阵 分 别 为 a=(1 2 -1)' 与 5=(2 -1 1)'， 


一 一 一 一 “一 -一 


求 以 下 先是 运算 铺 果 在 该 基 玉 的 坐标 阵 :人 + 和 由 ， dd ， XB- Xd 

1-3 生 出 贞 二 矢量 运算 式 对 应 的 坐标 运算 式 : 

EXEI EXCEXB) dXBI (Exd + Bx) dxa+t(tixd) (ad xD) 

1~9 已 知 矢量 辟 与 5 存 基 亲 的 坐标 阵 与 坐标 方 阵 分 别 为 a ,六 ,6' 与 六; 矢量 2 与 4 
在 基 i 的 坐标 阵 与 坐标 方 阵 分 别 为 c*,d* ,8 与 全 ;基部 关于 基 二 的 方向 余弦 阵 为 4*， 
写 出 以 下 矢量 运算 式 在 基 站 下 相应 的 坐标 运算 式 : 

Car dx (Gx, (dx) (EExd x (Axa rxd): (ed xB), 

1-10 由 基 2? 到达 若是 通过 三 次 连续 绕 如 题 图 所 示 的 基 矢 量 转 过 有 限 骨 ,8 与 

Y, 试 写 出 方向 休 荡 阵 A 关于 这 些 角 的 表达 式 , 晶 写 出 基 矢 量 剖 在 基 邮 上 的 举 标 阵 ， 


题 1-1o 莉 


1-tt 由 冶 到 达 基 是 通过 三 次 连 续 绕 如题 图 所 示 的 基 矢 基 转 过 有 限 前 网,9 与 @， 
成 写 出 方向 余 藤 阵 4“ 关 于 这 些 角 的 表达 式 , 且 写 出 基 矢 量 训 在 基部 上 的 坐标 阵 。 


题 1-1] 图 


1-12 已 知 两 笑 径 总 与 吕 相 互 竺 直 , 它 们 在 基 叱 与 和 的 坐标 阵 分 别 为 由 = 人 1 0 1)',p 
={- 1 1 =i01 - 缮 各 = 人 1 UI。 求 基 站 关于 基 疡 的 方向 条 继 阵 4 

1~ 43 图 示 -- 正 方 体 在 一 面 的 对 前 线 上 射 前 后 
形成 的 四 面体 ,4 =AC= BD=1. 图 中 给 出 了 两 个 
基 愉 与 册 。 写 出 ， 

{1) 基 刀 关于 基 避 的 方向 余弦 阵 ; 

(2) 守 出 矢量 在 两 个 基 圭 的 党 标 阵 ; 

(3) 验证 四 二 上 1 

1 一 14 试 找到 题 1 - 地 中 两 个 基 的 一 次 转动 汞 
车 在 基 的 尝 标 阵 p! ,上 且 验 证 pr = pl。 


题 1-- 扫 图 
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物体 的 运动 是 指 物 体 在 空间 中 的 位 置 与 姿态 随时 间 的 变化 过 程 。 在 不 同 的 
参考 物 上 考察 同 . -个 物体 的 运动 ,结果 是 不 网 的 。 因 此 在 描述 物体 的 运动 时 , 需 
要 指出 是 相对 哪个 参考 物 。 

与 动力 学 不 同 , 在 运动 学 中 研究 物体 的 运动 并 不 考虑 引起 物体 运动 的 原因 。 
也 就 是 说 运动 学 是 从 几何 学 上 斌 究 物 体 的 运动 ,只 涉及 空间 与 时 间 两 个 概念 。 

运动 学 是 学 习 动 力学 的 基础 。 然 而 运动 学 本 身 可 直接 应 用 于 机 械 运动 的 分 
析 。 

本 章 首 先 介 绍 刚 体 运动 学 。 在 此 基础 上 介绍 固 结 在 刚体 上 的 点 的 运动 与 刚 
体 运动 间 的 关系 。 最 后 介绍 相对 刚体 运动 的 点 的 运动 学 ,通过 这 方 而 内 容 的 学 
习 进 一 步 可 得 到 刚体 系 运动 学 的 关系 。 


2.1 刚体 的 连 体 基 刚体 位 形 的 描述 


在 运动 过 程 中 物体 内 任意 两 点 的 距离 保持 不 变 的 物体 称 为 刚体 。 

以 刚体 上 一 点 C 为 诛 点 构造 一 个 正 交 举 
标 系 与 该 刚体 相 固 结 , 称 此 坐标 系 为 该 刚体 的 
连 体 基 , 记 为 冯 = (#3* 六 直 )'。 华 标 系 的 
原点 C 称 为 基点 (图 2- 1)。 连 体 基 的 位 置 与 
姿态 的 参考 对 象 或 为 “绝对 ”空间 ,或 为 与 其 邻 
接 的 其 他 阶 体 。 在 数学 上 也 订 用 固 结 于 “绝对 ” 
空间 坐标 系 或 邻接 刚体 的 连 体 基 来 表示 ,这 个 
参考 基 记 为 2=(zZ” 六 岂 放 , 基 点 为 口 。 

刚体 在 参考 基 6r 上 的 位 置 与 姿态 称 为 刚 图 2-1 刚体 的 连 体 基 及 其 位 形 
体 关 于 参考 基 去 的 位 形 。 从 几何 上 可 知 ,如 果 刚 体 的 位 形 已 知 ,那么 刚体 上 任 
意 点 的 位 置 完全 确定 (详细 介绍 见 2.4)。 由 于 刚体 位 形 与 该 刚体 连 体 基 人 的 
位 形 一 致 ,因此 只 要 实现 对 刚体 连 体 基 冲 位 形 的 描述 , 即 达到 了 对 该 刚 汪 位 形 
描述 的 目的 。 

连 体 基 人 的 位 形 有 两 个 要 素 , 即 基点 C 在 参考 基 忆 的 位 置 , 与 癌 在 参考 
基 妆 上 的 姿态 。 前 者 可 利用 部 的 基点 C 关 于 8" 基点 0 的 处 径 7 来 指 述 { 见 图 


2.1 刚体 的 连 体 基 ” 财 栖 位 形 的 描述 27 


2 一 1),。 了 在 参考 基 冯 的 坐标 阵 为 r= 二 (x z) ,其 中 标量 x,y 与 z 称 为 基 
点 已 在 参考 基 二 上 的 坐标 。 连 体 基 全 在 参 考 基 6 上 的 姿态 的 挤 述 有 多 种 多 
样 , 但 最 基本 的 是 用 基 & 机 对 于 基站 的 方向 余弦 阵 ( 即 4" 来 按 述 。 

在 刚体 运动 的 过 程 中 ,如 果 刚 体内 部 任意 点 与 某 固定 的 参考 平面 的 跟 离 始 
终 保 持 不 变 , 那 么 称 此 运动 为 刚体 的 平面 运动 。 例 如 ,车 辆 在 作 直 线 运 行 时 ,其 
车 身 与 车 轮 均 作 平 面 运动 。 

如 网 2-2 所 示 , 令 问 定 的 参考 平面 为 Su, 沿 该 平面 的 垂直 方 同 ,将 刚 悼 回 
该 平 而 作 投 影 , 得 到 该 刚体 的 一 个 外 形 一 定 的 捞 影 面 (图 中 的 阴影 区 )。 刚 体 在 
作 平 面 运 动 时 ,该 投影 面 形状 不 变 , 且 这 “刚性 "投影 面 在 参考 平面 为 So 上 作 相 
应 的 运动 。 刚 体 上 任意 一 条 与 参考 平面 5 垂直 的 直线 与 该 投影 面 均 有 一 交点 
(图 中 的 点 急 )， 号 然 ,在 刚 蛋 作 于 面 运动 的 过 程 中 ,于 体 在 此 直线 上 的 所 有 点 
的 运动 与 该 交点 @ 的 返 动 一 致 。 因 此 在 研究 刚体 平面 运动 时 ,可 以 将 刚体 的 蜀 
性 投影 面 为 研究 对 象 ,而 且 只 需 在 参考 平面 为 5, 的 一 维 空间 中 进行 分 析 。 为 
了 地 述 简 浓 ,下 面 将 该 刚体 的 刚性 投影 面 简 称 为 刚体 . 


图 2-2 刚体 的 平面 运动 图 2 一 3 刚体 的 连 体 基 改 其 位 形 


根据 刚体 平面 运动 的 特点 ,可 将 以 刚体 上 一 点 为 茶点 的 连 体 基 的 --… 个 基 
天 量 与 以 基点 〇 构造 一 参考 基 的 一 个 基 矢 量 始 终 保 持平 行 , 令 z=x'= xz*。 这 
样 两 个 基 只 需 几 二 维 的 基 来 描述 ,分 别 记 为 部 = (zr 训 )" 与 = 1， 
基点 CC 关于 2 基点 口 的 矢 径 F( 见 图 2 一 3) 在 参考 基 冯 坐标 阵 为 = 
(x yy) ,基点 忆 在 参考 基站 的 坐标 为 过 与 y。 定 义 连 体 基 请 的 基 矢 量 2* 与 
参考 基 读 的 基 矢 节 x 的 夹 前 为 pg, 且 玉 基 矢量 主 * 逆 时 针 方 向 旋转 为 正 。 这 样 
连 体 基 Er 相对 于 参考 基 的 方向 宗 藉 阵 为 

a 及 wm —sngw 
sin g cos 人 | 


可 于 , 夹 佣 为 gq 确定 了 连 体 基 相 对 于 参考 基 的 姿态 , 故 称 此 角 为 这 体 基 的 资 术 


(2.1~ 1) 
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角 。 这 样 连 体 基 的 基点 坐标 与 姿态 前 三 个 标量 完全 能 描述 连 体 基 (! 即 刚体 ) 的 位 
形 。 征 六 列 阵 

9=(r pi = yy op) (2.1 — 2) 
为 刚体 的 位 形 坐 标 阵 ,或 简称 刚体 的 坐标 阵 : 


[ 例 2.1-1] 图 示 曲 柄 一 滑 块 机 构 , 巾 机 座 、 曲 枉 、, 连 秆 与 滑 块 四 个 构件 组 
成 。 令 曲柄 与 连 杆 的 长 度 分 别 为 0.5m 与 2m, 当 曲柄 与 水 平 的 夹 角 为 435" 时 确 
定 四 个 构件 的 位 形 与 它们 关于 公共 基 的 方向 余弦 阵 。 

解 : 首先 对 四 个 构件 进行 编号 。 分 别 定义 曲柄 、 连 杆 、 滑 块 与 机 座 为 刚 栖 1， 
2,3 与 4, 分 别 记 为 BB ,B ,Bi 与 B。 接 着 为 每 一 个 刚体 定 叉 连 体 基 。 对 于 曲柄 
Bi ,在 与 机 座 的 连接 贸 处 定义 为 连 体 基 让 的 基点 C, , 基 矢 量子 沿 曲柄 轴线 指 
加 曲柄 与 连 杆 的 连接 贸 ( 见 图 )。 对 于 连 杆 BB ,在 与 曲柄 的 连接 镶 处 定义 为 连 体 
基 & 的 基点 Ca , 基 矢 量 安 沿 连 杆 轴线 指向 连 杆 与 滑 块 的 连接 匀 。 对 于 清 抉 
到 ,在 与 连 杆 的 连接 冬 处 定义 为 连 体 基 全 的 基点 C;, 基 矢量 3 沿 指 向 滑 称 楼 
轴线 向 右 。 对 于 机 座 B ,定义 连 体 基 全 基点 C, 与 基点 C, 重合 , 基 矢 量 ?1 指 
问 沿 滑 移 槽 轴线 向 右 。 为 了 确定 每 个 网 体 的 位 形 需 定义 它们 公共 的 参考 基 &， 
其 点 C 取 与 基点 性 | 重 台 , 基 矢 量 的 指向 沿 滞 移 槽 轴线 向 右 . 


例 2.1-1 图 


根据 定义 ,曲柄 Bi 连 体 基 训 的 基点 C; 的 矢 径 为 六 -CE ,机 座 BB 连 体 基 
六 基点 C4 的 矢 径 为 疡 = EC。 由 图 所 示 , 这 些 和 失 径 在 公共 参考 基 6 上 的 坐标 
阵 分 别 rj 二 rs = (0 0)'。 连 杆 场 连 体 基尼 基点 C 失 径 为 ,=CC。 由 图 所 
示 , 矢 径 在 公共 参考 基 的 举 标 阵 为 
rs = {0.Scos (x/4) 0.Ssin (x/4)) =(0.354 0.354)" 
滑 块 B, 连 体 基 癌 基点 C; 的 矢 径 为 7，= CO; ， 失 径 在 公共 参 基 虹 的 向 标 阵 r， 
=(z y3) ,由 图 所 庆 , ys =0, 求 x 比较 复杂 些 。 由 图 所 示 的 几何 关系 ， 
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2sin (A CO CC) =0.Ssin (nd) ,可 得 CC CO) =0.178,。 有 ww; 二 0. Scos (x/4) 
+2cos (0.178)=2.322m, 上 fr;=(2.322 0). 

由 图 所 示 ,曲柄 Bi 的 姿态 基 为 mp = mj4=0.785。 滑 块 BB 与 机 座 B 的 姿态 
角 沪 为 p3 =ga 三 Do 由 图 ,oa =2r- 忆 CCC 一 6.105。 

根据 上 述 分 析 可 得 曲柄 . 连 杆 . 滑 块 与 机 座 的 位 形 坐 标 , 即 


9 = tr 的 ) =(0 0 0.785)7 (1) 
gi (ri Pp) = {0.354 0.354 6.105)’ (2) 
qs = tr} pa) = (2.322 0 0) [31 
qi = rt qa) =0 0 0 (4) 


将 和 公 刚 体 的 姿态 亲 代 人 式 人 2.1- 人, 可 得 曲柄. 连 标清 块 与 机 麻 关 于 公共 
基 的 方 门 余弦 阵 , 妓 


一 一 器 


ed dd , | 0.984 | 


0. 707 0.707 一 .177 0.984 
0 
秆 -一 间 一 { 
0 1) 


2.2 团体 的 平面 运动 


2.2.1 刚体 的 平移 与 定 轴 转动 


刚体 的 运动 过 程 表现 为 刚体 的 位 形 不 断 的 变化 , 即 描 述 刚体 位 形 的 坐标 g 
为 有 时间: 的 函数 , 即 
qtt) = rte gg(1)) = (x(2) yt) (iT (2.2-1) 
考虑 两 种 特殊 的 情况 。 


图 2-4 刚体 的 平移 
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第 一 种 情 岗 是 刚体 在 运动 过 程 中 ,姿态 你 持 不 变 , 即 姿态 角 始 终 为 肖 数 ， 
Pt)= po 

这 样 ,每 个 瞬时 刚体 连 体 基 或 固 结 刚体 上 的 任意 直线 均 保 持平 行 , 称 这 类 运动 为 
刚体 的 平移 ， 如 图 2- 4 所 示 , 图 中 的 虚线 为 刚体 连 体 基 基点 的 运动 轨迹 。 图 中 
画 出 了 刚体 在 二 与 i; 的 两 个 位 形 ,坐标 分 别 为 

qt) = (Crit) = oo 

q(t2) = 人 rgb) = (rs YY po) 

第 二 种 情况 为 刚体 在 运动 过 程 中 ,刚体 
上 茶点 始终 保持 不 动 ,如 果 取 该 点 为 连 体 基 
的 基点 , 则 基点 的 矢 径 为 常 舌 径 并 (41) = 六,， 
其 在 参考 基 的 坐标 阵 为 
Pt 二 PP 
或 
TO St) 加 

这 样 ,每 个 瞬时 刚体 绕 基 点 且 息 直 运 开平 面 
轴 作 转动 , 称 这 类 运动 为 刚体 的 定 轴 转 动 。 
如 图 2-5 所 示 , 图 中 给 出 了 某 刚 体 冠 轴 转 图 2-5 刚体 的 定 轴 转 动 
动 在 ! 与 1; 的 两 个 位 形 ,坐标 分 别 为 

q(t1) = (PE pl) = (xo Yo P1) 

q(t2) 一 《Pt pt2)) = (Xo Yo oa) 


了 


[ 例 2.2- 1 图 示 -- 四 连 杆 机 构 。 两 摇 辟 等 长 , 均 为 1 m。 播 辟 1 相对 公 
共 基 的 转角 pt 的 变化 规律 为 mi =0.5+2z(z 的 单位 为 s,g 的 单位 为 mmd) , 试 
分 别 写 出 摇 辟 驴 与 连 杆 B 在 时 间 区 间 [0 1] 内 ,时 间 间 陋 为 0.2s 的 位 形 。 

解 : 分 别 在 摇 辟 B 与 连 杆 及 的 端 部 建立 连 体 基 全 与 全 (如 图 所 示 )。 揪 
臂 B 作 定 轴 转 动 。 连 体 基 站 的 基点 CC 
在 公共 基 的 坐标 阵 为 1 = (0 0)', 加 上 姿 
态 角 变化 规律 w; =0.5+2z 可 写 出 基 #! 的 
位 形 gj = (x yy 81) , 现 列 在 表 2.2 
-1. 基站 的 基点 C, 在 公共 基 的 坐标 阵 
为 六 =《eos pl sin gi1) ,由 已 知 条 件 , 基 
6 ”始终 与 公共 基 平 行 ,w; =0, 连 杆 B, 作 平 
例 2.2 一 1 图 移 。 基 二 的 位 形 gy = 《x yy oa 也 
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列 在 表 2.2 一 1。 


表 2,2-1 扬 医 1 与 连 杆 2 位 形 的 时 间 历 程 


2.2.2 刚体 的 平面 一 般 运 动 


首先 在 连 体 基 基点 C 定义 一 个 与 去 始终 保持 平行 的 辅助 参考 基 闻 ( 见 图 
2-6)。 称 基 6* 为 刚体 的 平移 参考 基 。 在 刚体 
的 运动 中 ,该 基 始 终 随 连 体 基 的 基点 一 起 运动 ， 
但 与 刚体 不 男 结 , 基 矢 量 方向 与 基 阁 平 行 。 在 
图 2 一 4 中 ,每 一 个 甩 时 各 基点 的 水 平 矢量 线 即 为 
刚体 平移 参考 基 的 基 矢 量 产 。 

由 平移 参考 基 的 定义 可 见 , 连 体 基 闻 相对 
于 志 的 姿态 与 它 相对 于 冶 的 姿态 一 致 。 故 可 有 
如 下 的 结论 :在 研究 连 体 基 二 相对 于 全 的 姿态 
时 ,可 不 考虑 基点 的 移动 。 根 据 这 个 原理 ,刚体 图?_6 刚体 的 平移 参考 其 
运动 的 前 后 两 个 位 形 { 见 图 2- 7a 中 的 I 与 人 0) 

可 以 理解 为 刚体 先 由 工 平 移 到 了 ,再 定 轴 转 动 到 焉 ( 见 图 2- 7b)。 或 刚体 在 1 
先 转 动 到 下 再 由 工 半 移 到 下 ( 见 图 2- 7c)。 因 此 有 如 下 结论 :在 刚体 平面 运动 
的 定性 分 析 时 可 将 刚体 的 平面 一 般 运 动 分 解 为 刚体 的 平移 与 刚体 定 轴 转 动 。 


图 2-7 刚体 平面 运动 的 分 解 
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2.2.3 同一 个 刚体 的 两 个 连 体 基 的 位 形 人 向 标 间 的 相互 关系 。 


如 果 在 同一 个 刚体 上 分 别 在 点 C1 与 C, 建立 两 个 连 体 基 E 与 (如 图 2 
一 8 所 加)。 这 两 个 连 体 茜 描 述 财 体位 形 的 坐标 他 别 六 
91 二 Cri p11) ， g2 = {ri gp 
考虑 到 在 刚体 运动 的 过 程 中 ,两 个 连 体 
某 吉 与 全 相对 无 运动 ,描述 刚体 姿态 角 的 
差 妇 终 保持 不 变 , 即 
8 二 gp; -pi = 常数 “(2.2 一 2) 
在 任意 瞬时 刚体 姿态 角 间 有 如 下 关系 : 
22 02+8= pl+ 和 常数 
(2.2 — 3) 
此 外 ,由 图 2 一 8 所 示 , 在 刚体 运动 的 这 
程 中 ,基点 CC 与 C 的 矢 径 间 有 如 下 关系 : 图 2-8 刚体 上 两 个 连 体 基 的 关系 
六 二 产 十 态 (2.2 一 了 4) 
式 中 ,#5 为 基点 忆 ; 关于 Ci 的 矢 径 。 矢 量 式 (2.2 一 4) 在 公共 基 的 坐标 阵 为 
r = ri 十 月 (2.2 — 5) 
利用 式 (1.3 一 11) ,将 户 在 公共 基 的 坐标 阵 训 用 在 连 体 基 E 的 举 标 阵 p! 表达 ， 
有 


F =r+Ap (2.2 — 6) 
式 中 :坐标 阵 站 = (or ”ps) 为 常 值 坐标 阵 ; 4! 为 连 体 基 让 关于 公共 基 的 方 
向 余 汞 阵 式 (2.1- 1), 它 是 姿态 角 pi 的 函数 。 所 以 ,基点 的 位 置 关 系 式 (2.2- 
6) 与 资 态 角 wg, 有 关 ， 展开 式 (2.2 一 6) 可 得 基点 C, 与 C, 坐标 关系 的 显 式 


， 1 
。 CNS 一 51n Dr , 
= + 91 ?| (2.2—6") 
M1 S11 1 CoS P11 op, 


二 2 


【入 2 


[ 例 2.2-2] 如 图 所 示 的 一 长 为 2m 的 曲柄 ,如果 按 图 示 分 别 在 端 部 与 轴 
线 的 中 点 建立 两 个 连 体 基 。 求 两 个 连 体 基 位 形 储 标的 关系 。 

解 : 由 图 所 示 , 基 去 与 基 相对 塞 态 角 有 = gp: - Ooi=0, 由 式 (2.2-3), 曲 
柄 在 任意 时 刻 ,p, = pi 。 

由 图 知 ,基点 Ca 关于 C 的 矢 径 在 基站 上 的 举 标 阵 为 pl = {1 0 入 ,由 式 
(2.2 一 0) 或 (2.2 一 6) 


-省 了 f 


COS — gi i111 
» gp sin @) | | 
Lsin gi cos pi (0 


| 


2 V1 
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此 式 给 出 了 浊 柄 在 任意 时 刻 两 基点 从 置 的 关 
系 。 考 虑 到 基点 (| 在 会 共 基 的 坐标 为 ri 一 
(0 0) , 代 和 人 上面 的 展开 式 后 ,有 
Ta = CO Pls YY， 一 Sin 如 

刚体 上 连 体 基 的 选取 是 任意 的 ,尽管 它们 ” 
的 详 形 些 标 的 形式 均 为 式 !2.2 一 1), 都 能 增 述 CCC) 
同一 个 刚体 的 位 形 , 但 是 位 崩 举 标的 时 间 历 程 @ 
表达 式 不 同 。 由 上 例 可 知 , 连 体 基 全 位 形 坐 标 国 2 轴 
为 gj 二 40 0 gi) , 连 体 基 二 位 形 坐 标 为 9， 
= 《cos gz sin go gz) ,它们 都 描述 曲柄 的 定 轴 转 动 。 显然 , 连 体 基 和 位 形 
坐标 的 时 间 历 程 表 达 式 比较 简洁 。 直 接 钻 以 看 出 刚体 在 作 定 轴 转 动 。 所 以 在 进 
行 运动 学 分 析 时 ,合理 设 定 连 体 基 应 给 予 重视 。 


2.3 刚体 的 定 输 转动 


2.3.1 刚体 的 角速度 与 角 加 速度 


由 上 节 已 车 ,在 研究 名 相对 于 冯 的 姿态 时 ,可不 考虑 基点 的 移动 。 因 此 研 
究 刚 体 一 般 运 动 中 的 盗 态 变化 可 归结 为 研究 刚体 定 轴 转 动 的 姿态 变化 。 

如 图 2-9 所 示 , 如 果 在 时 间 : 到 :+Ai ,刚体 的 姿态 角 由 到 0 + Agp, 那 么 
刚体 在 时 间 上 到 + + Azt 间 资 态 角 改变 的 平均 速率 为 ApjAt 当 Az 赵 于 无 限 小 
时 ,上 述 尘 均 速率 的 极限 称 为 刚体 在 瞬时 上 绕 品 的 定 辕 转 动 的 角速度 , 记 为 w， 


_ 1 A 
cw = lm A (2.3-1) 


印 阶 体 定 轴 转动 的 角速度 为 刚体 姿态 角 对 时 间 的 导数 ,有 
“ = 和 =g (2.3-2) 


定义 角速度 对 时 间 的 导数 为 刚体 绕 C 的 定 轴 
转动 的 角 加 速度 , 记 为 a, 即 
ng 二 w=% (2.3 ~ 3) 
已 知 垂 直 与 刚体 运动 平面 的 单位 欠 量 
EXT 下 (2.3-4) 
由 图 2 一 9 可 知 , 连 体 基 的 基 矢 量 2 省 时 针 
和 是 和 转动 刚体 的 密 态 变化 泛 半 的 次 态 角 为 正 , 即 刚体 的 定 轴 转 动 绕 据 
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量 z 的 于 问 为 下。 为 此 定义 刚体 相对 于 参考 基 绕 C 的 定 轴 转 动 的 角速度 天 量 


为 

中 一 w= CR (2.3—5) 
绕 C 的 定 轴 转动 的 前 加 速度 和 天 量 为 

R= a2= we (2.3 ~ 6) 


¢$ 
, AP + 
如 果 刚 体 上 定义 有 其 他 连 体 基 , 由 式 {2.2 一 3) 中 知 并 二 到 7 ， 代 人 式 
(2.3 一 1), 考 虚 到 式 (2.3 一 2) 与 (2.3 一 2), 有 
_ dg _ dg; dp) _ dp; 
“Td dr Td dr 
由 此 可 得 如 下 结论 ,刚体 的 角速度 矢量 和 和 角 加 速度 矢量 与 连 体 基 基 点 的 选取 无 
关 。 根 据 这 个 结论 ,对 于 刚体 绕 某 基点 转动 角速度 矢量 与 角 加 速度 矢量 统称 为 
刚 司 的 角速度 和 失 量 与 角 加 速度 矢量 。 
现 丰 考虑 基 矢量 工 ' 在 刚体 转动 时 的 变化 。 
当 刚 体 由 姿态 角 为 转 到 p + Ap 叶 基 矢 量 到达 新 的 位 置 zz“, 两 矢量 
基 为 A7"= 半 ”~ "由 矢量 导数 的 定义 (1.2 ~ 41), 在 基 上 基 矢 量 吉 对 时 
间 求 导 有 


J = lim 一 {2.3—7) 


该 矢量 的 方向 将 垂直 于 z*, 即 zx。 由 十 基 矢 量 z+ 为 单位 关 量 ,矢量 差 At 
的 模 |Az1 = Ap( 风 图 2- 101。 因 此 ,考虑 到 


角速度 和 失 量 的 定义 式 (2.3~5), 式 {2.3 一 7) 可 
改写 为 
= (Fx A ) lm AE = xz 
(2.3— 8) 
同 理 Ey = x (2.3 — 9) 


由 此 可 知 , 连 体 基 的 基 矢 量 在 参考 基 6? 上 对 时 ”图 2- 1 定 赴 转动 出 休 医 矢量 
间 的 导数 等 于 该 基 相 对 于 参考 基 的 角速度 拓 量 的 变化 
与 其 的 丸 积 。 式 (2.3 8) 与 (2.39) 可 合并 为 一 矢量 矩阵 运算 式 , 即 

et jx (2,3— 10) 
式 (2.3~8) 一 (2.3 一 10) 称 为 泊 松 (Poisson} 公 式 ， 
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2.3.2 矢量 在 不 同 基 上 对 时 间 的 导数 


在 1.2,3 中 指出 ,矢量 的 变化 是 客观 的 存在 ,应 与 基 无 关 , 因 此 在 不 同 基 下 
考察 矢 旦 》 变化 的 不 同 结果 问 应 该 存在 一 定 的 关系 。 本 季 将 给 出 矢量 六 在 基 
2' 与 基 6 上 对 时 间 前 导数 的 关系 。 

定义 2 为 参考 基 ,ér* 为 刚体 的 连 体 某 ， 该 连 体 基 2 相对 参考 基 6! 的 角 速 
度 和 失明 为 攻 。 考 虑 任意 一 个 矢量 户 在 基 冯 对 时 间 的 导数 ,由 式 (1.2 一 32), 它 相 
表 为 

-= 二 (6m 人)= (各 (2.3— 11) 
册 于 到 为 标 晤 阵 .对 时 间 来 恒 与 参考 训 生 关 ， 尖 讶 到 和 宅 早 数 的 定义 式 (1 2 
38), 上 式 右边 的 第 一 式 可 改写 为 


| b] bl | HT =b "dz 17 
(Ho Jer = (0" ja — (2.3— 12) 


考虑 到 式 {2.3 一 10) 与 (1.2 一 近 ), 式 (2,3 一 11} 和 有 边 的 第 一 式 可 波 写 为 
b" (306°)= boxée -axe =odxd (2.3-13) 


将 式 (2.3 一 12) 与 (2.3 一 13) 代 人 式 (2.3 一 11), 最 后 得 到 关系 式 为 
= -和 (2.3 — 14) 
由 此 可 得 到 结论 :任意 矢量 在 基 8" 对 时 间 的 导数 等 于 它 在 剖 上 对 时 间 的 导数 


加 上 基 er 相对 十 基 人 的 角速度 矢量 6 与 该 矢量 的 又 积 。 
如 果 记 闪 (0) 衬 0, 旭 () 世 人, 上 式 可 改写 为 


B= btext (2.3 — 14) 
特殊 情 部 , 当 人 矢量 2 本 刚体 (或 固体 基 6 ) 沿 关 , 则 上 上 式 的 第 一 项 为 索 ,有 
p= x (2.3 一 15) 
考虑 角速度 矢量 对 时 间 的 导数 ,由 式 (2.3 一 14), 有 
b b 
站 (2.3- 16) 


外 此 可 得 到 结论 : 连 体 基 如 相 对 于 参 督 基 ' 的 角速度 欠 量 3 在 基 交 与 直 二 对 
时 间 的 导数 相等 。 
求 天 量 4 在 基站 对 时 间 的 的 一 阶 导 数 。 考虑 到 式 {2.3-14) ,有 
证 > | dd id= dd- dD 
= 下 (B+ sxd)- (a)+ (让 ] > 
肯 利 用 式 42.3- 14) ,经 整理 ,有 任意 矢量 在 两 个 其 下 二 了 脐 导 数 间 的 关系 为 
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:= bE dy 
jr = D+ XP ta XE to (XE) (2.3— 17) 
或 考虑 到 成 (2.3 一 1]4), 几 简写 的 从 号 有 
bdtaxb toxb dx (ox) {2.3 一 17) 
特殊 情况 , 当 矢 量 5 与 刚体 (或 连 体 基 年 ? 固 结 , 上 式 变 为 ' | 
bp=axpi+ox (sx?) (2.3— 18) 


2.3.3 角速度 和 拓 竖 的 谷 加 原理 


考虑 任意 - -个 固 结 于 连 体 基 名 的 矢量 记 , 由 式 (2.3 一 15) 可 得 它 在 参考 基 
2' 与 参考 基 全 对 时 间 的 导数 分 别 为 


di jx (2.3 — 19) 
dz 

di oF {2.3 — 20) 
dr : 


| 与 ww 分 别 为 基 名 机 对 丁 基 全 与 基 全 的 角速度 矢量 。 定义 基 六 关于 
e 的 角 速 虚 拓 量 为 ws , 则 由 式 (2.3 一 14)， 
6 = = 0 php +o" xp 
将 式 (2.3 一 19) 52 3 - 20) 代 信 此 式 ， 有 
Bxb= i Xp+tor xb = 【Ge +) 

考虑 到 上 式 中 矢量 5 是 任意 的 , 故 有 

DY = B+ (2.3 — 21) 
上 式 描述 的 是 角速度 矢量 的 羡 加 原理 , 即 基 让 相对 于 基 人 的 角速度 矢量 等 十 
该 基 相 对 于 基站 与 基 后 相对 于 基 上 两 个 第 速度 矢量 的 和 。 污 者 可 由 上 标的 关 
系 记 住 此 公式 。 该 公式 可 推广 到 有 限 个 基 相 对 角速度 矢 基 的 亚 加 。 


[ 例 2.3 一 1】 图 水 一 对 外 接 具 轮 ,齿轮 B 与 机 座 固 结 ,齿轮 由 连 村 BB 带 
动 在 齿轮 B 上 滚动 。 己 知 连 杆 BB 相对 机 座 ( 齿 轮 B ) 的 角速度 为 w3, 具 轮 忆 ， 
与 齿轮 色 的 节 加 半径 分 别 为 RR| 与 R, 。 试 求 齿轮 届 相对 于 连 杆 BB 的 角速度 。 

解 : 令 齿 轮 外 相对 于 齿轮 B， 与 连 杆 B; 的 第 速度 分 别 为 w, 与 ws,。 出 角 
速度 的 侠 加 原理 式 (2.3-21), 有 


3 3 十 3 (1) 
由 图 可 知 , 当 连 杆 BB 转 过 角 内 ,再 轮 转 过 角 yj,, 且 有 
多 用 > = 外 及 (2) 


考察 次 轮 B， 上 的 线段 DA , 比 时 已 转动 到 Di A , 故 齿 轮 B, 的 相对 于 平移 
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参考 基 全 的 姿态 角 为 g, = ;+ y3。 考 虑 刘 式 (2), 此 式 可 囊 为 
FF2 一 (Ri + R, ) yl R; 

对 时 间 求 导 , 得 到 齿轮 B 相对 于 机 座 ( 齿 轮 B1) 的 角速度 , 即 
ea = (RY + Rw /RR, 

将 此 式 代 入 起 (1), 可 得 齿轮 卫 相对 于 连 杆 B 的 角速度 , 即 


wa = 2 w= Rw 


例 2.3 1 图 


事实 上 ,由 图 可 知 角 yg 为 齿轮 B, 相对 于 连 杆 B; 的 转角 , 故 直 接 对 式 (2) 求 时 间 
的 导数 ,也 可 得 到 上 式 ， 


2.4 ”刚体 上 给 定点 的 位 置 , 速 度 与 加 速度 


以 上 各 节 讨 论 了 刚体 连 体 基 部 相对 于 参考 基 ff 的 姿态 、 姿 态 的 变化 率 的 
描述 方法 。 本 节 将 讨论 连 体 基 六 基点 在 人 的 位 置 . 速 度 与 加 速度 。 这 样 我 们 
将 完成 连 体 基 6 位 形 的 描述 。 在 此 基础 上 进一步 讨论 固 结 于 刚体 的 任意 给 定 
轧 的 位 置 .速度 与 加 速度 与 刚体 位 形 间 的 关系 。 


2.4.1 基 扣 的 位 置 、 速 度 与 加 速度 


如 2.1 节 所 述 , 连 体 基 癌 的 基点 在 参考 基 闻 的 位 置 可 用 站 的 基点 O 〇 指向 

E 的 基点 C 的 矢 径 7 来 表示 ( 见 图 2 一 11)。 通常 取 矢 径 了 在 基 5 上 的 坐标 为 
基点 的 位 置 坐 标 阵 +, 即 

r= {x vy) {2.4—1) 

基点 在 其 6 上 的 速度 矢量 记 为 站, 它 是 矢 径 关 在 基 计 上 对 时 间 的 导数 , 即 
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一 上 (2.4— 2) 


令 速 度 和 失重 忆 在 基站 上 的 坐标 阵 w ,由 式 (1. 
2 一 38), 上 式 可 表示 为 


Te _ rie’ 
故 有 有 
几 二 (2.4— 3) 


基点 在 基 说 上 的 加 速度 和 泉 基 , 记 为 过, 它 
是 速度 矢量 二 在 基 立 上 对 时 间 的 一 阶 导数 。 
考虑 到 式 (2.4 一 2) , 它 也 为 失 径 > 在 基 s6* 上 对 图 2 一 11 刚体 上 任意 点 己 的 位 置 
时 间 的 二 阶 导 数 , 有 
站 (2.,4 4) 
令 加 速度 矢量 & 在 基 # 上 的 坐标 阵 为 &, 由 式 (1.2 一 38), 月 考 虚 到 式 (2.4 一 
3), 有 

a vf (2,4— 5) 

因此 ,由 式 (2.4 一 3) 与 (2.4~5) 可 知 ,基点 的 速度 撩 量 十 在 苛 训 上 的 从 标 阵 
为 基点 位 置 坐标 阵 r 对 时 间 的 一 阶 导 数 ; 基 点 的 加 速度 矢量 @ 在 大 2 上 的 坐标 
阵 a 为 基点 位 置 坐 标 阵 r 对 时 间 的 二 阶 导数 或 基点 速度 坐标 阵 对 时 间 的 一 阶 导 
煞 。 


2.4.2 刚体 上 任意 点 的 位 置 .速度 与 加 速度 


1. 给 定点 的 位 冲 与 速度 


在 图 2 一 12 中 , 令 点 忆 为 甸 结 于 刚体 的 任 
意 点 ,简称 为 给 定点 。 交 为 C 指向 P 的 矢 径 ， 
如 为 C 指向 P 的 矢 径 。 邻 连 体 基 Er 相对 于 参 
考 基 训 的 角速度 矢量 为 总 , 角 加 速度 矢量 为 芯 。 
由 图 可 见 ,给 定点 忆 的 电 矢 径 间 有 如 下 关系 


Fp 一 请 十 让， (2.4— 6) 
两 边 在 起 上 对 时 间 炒 导 
rp = rp (2.4—7) 


由 于 也 为 刚体 上 的 给 定点 ,矢量 六 与 刚体 固 
图 2~12 刚体 - 结 定 点 卫 的 速度 缚 ;由 式 (2.3 一 15) 知 
Bp -GXPp (2.4 -8) 
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代 人 式 (2.4 一 7) ,得 到 给 定点 P 的 速度 矢量 关系 式 为 

rp= +toXxép (2.4—9) 
式 中 ,rj 为 给 定点 下 的 绝对 速度 , 记 为 纪 。 此 式 的 物理 意义 可 以 这 样 来 理解 ; 
给 定点 P 的 绝对 速度 为 两 个 速度 矢量 和 。 一 个 为 当 连 体 基 以 基点 的 速度 
‘好 >) 作 平 移 时 ,给 定点 已 因 此 而 引 目 的 速度 ; 另 -- 个 记 为 

3 6 x Bo (2.4 -10) 

它 是 一 垂直 于 天 公房 的 速度 矢量 ,是 当 连 体 基 全 以 角速度 名 转动 时 , 矢 径 启 
碳 拟 ( 即 给 定点 P) 因 此 而 引起 的 速度 ( 见 图 2 一 12)。 以 上 两 种 速度 均 因 刚体 
( 连 体 基 ) 作 一 般 运 动 * 座 连 " 而 成 。 前 者 称 为 平移 率 连 速度 ,后 者 称 为 转动 牵连 
速度 ,它们 之 和 为 点 已 的 窑 连 速度 , 记 为 艺 5 


| 
了 一 二 十 台 。 (2.4-11) 


这 样 由 起 42,4 一 9) 可 得 到 如 下 结论 : 因 结 在 刚体 上 任意 点 的 绝对 速度 等 于 因 刚 
体 的 一 般 运 动 导 致 该 点 的 牵连 速度 , 即 
Up 一 一 站 二 了 (2.4— 12) 
考虑 刚体 作 平 移 的 特殊 情况 。 由 于 角速度 为 零 ,由 式 (2.4 一 12) 可 得 到 如 下 
结论 :刚体 作 六 移 时 ,刚体 上 任意 点 的 绝对 速度 与 基点 的 绝对 速度 -… 致 , 即 
Dp = (2.4— 13) 
稳 虑 刚体 绕 基点 作 定 轴 转 动 的 特殊 情况 。 由 于 基点 的 速度 为 零 , 由 式 (2.4 
一 12) 可 得 到 如 下 结论 :刚体 统 基点 作 定 轴 转 动 时 ,刚体 上 任意 点 的 绝对 速度 与 
该 所 的 转动 牵连 速度 一 致 。 考 虑 到 式 (2.3-S$) ,有 
Ep = Tp = wa xX Pp (2.4— 14) 
由 此 可 知 ,该 速度 的 方向 垂直 矢 径 名 ,大 小 与 矢 径 的 模 成 正比 。 考虑 到 式 (1.4 
-8) ,上 式 在 参考 基 与 刚体 连 体 基 主 的 坐标 式 分 别 为 @ 
mp = whp, = wlAp',, vp = wlp’s (2.4— 15) 


[ 例 2.4-1] 图 示 -- 半 径 为 > 的 刚性 圆 盘 在 一 平面 上 作 无 滑动 的 滚动 这 
是 -- 肯 轮 一 齿 条 运动 副 的 抽象 。 如 果 圆 盘 的 中 心 C 的 速度 为 局 , 试 求 圆 盘 与 平 
面 的 接触 点 已 的 速度 。 

解 : 如 网 所 示 , 以 圆 盘 初始 位 置 的 中 心 口 为 基点 ,建立 参考 其 6"。 以 圆 航 
的 中 心 C 为 基点 ,建立 圆 盘 的 连 体 基 并, 初始 位 置 与 基 8" 重合 。 册 已 知 条 件 ， 


下 


了 如果 不 特别 指出 , 遂 常 特 黑 体 主 母 上 加 一 后 表示 某 笑 基 在 连 体 基 的 坐标 阵 ， 
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同 盘 作 无 滑动 的 滚动 , 故 基 点 C 移动 的 距离 OC 与 图 盘 弧 长 PP 相等 , 即 有 


| 二 | = rop 


例 z.4- 1 工 图 


其 中 z 为 图 盘 中 心 的 坐标 ,9 为 转 舶 。 商 边 对 时 间 求 导 , 得 |!z| = rw。 由 
于 中 心 C 在 3 方向 无 运动 , 故 中 心 速度 矢量 十 如 图 所 示 , 其 模 w= | 了 | ,考虑 到 
角速度 = ww, 有 
vy = pew (C1) 
此 式 给 出 了 纯 滚 动 刚 体 中 心 的 速度 与 刚体 的 角速度 问 的 关系 。 
考虑 刚体 上 点 忆 , 它 的 平移 牵连 速度 矢量 与 旋转 牵连 速度 矢量 了, 如 图 
所 示 , 方 同 同 反 。 由 于 由 式 (2.4 一 10) 可 得 wy = rw , 故 给 定点 了 的 速度 为 零 。 


[ 例 2.4 一 2] 图 示 一 刚性 杆 AB 长 为 ,其 一 端 4 着 地, 一端 百 千 墙 ,可 在 
向 垂 面 运 玛 。 现 端 部 点 A 以 速度 ww 作 匀 速 运 
动向 右 。 求 图 示 当 杆 与 水 平面 的 夹 前 二 OAB 
为 60 瞬时 , 杆 AB 的 转动 前 速 彰 . 端 部 日 点 与 
中 点 CC 的 速度 。 

解 : 过 点 4 作 术 AB 的 连 体 基部 如 图 所 
示 。 杆 AB( 连 体 车) 仁 铅 垂 面 作 平面 一 般 送 
动 。 基 点 A 的 绝对 速度 矢量 为 

Ua = UE (1) 
令 杆 AB 的 转动 角速度 矢量 为 6 = wz。 图 示 瞬 
时 ,由 己 知 条 件 知 ,刚体 的 姿态 角 w= xi6。 

在 刚体 上 考察 给 定点 B, 其 在 刚体 上 的 举 二 2.4-2 周 

标 为 PPn=(0 1) 。 给 定点 电 的 半 移 牵连 速度 为 攻 , ;转动 牵连 速度 为 Ds = 
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6 xB 王 直 于 杆 4B 如 图 所 未, 其 模 为 
va = | 了 1 一 呈 (2) 
青 在 惯性 基 上 考察 刚体 上 的 给 定点 , 它 沿 增 作 铅 重 运动 , 故 其 的 绝对 速度 
矢量 总 如 图 垂直 向 下 。 由 式 (2.4 一 12) ,上述 三 个 矢量 应 满足 如 图 所 示 的 矢量 
几何 关系 。 它 们 模 之 间 的 关系 为 


Vp = vatan ¢, vp = vpLos gp {3) 
考虑 到 式 (1), 由 第 -~- 式 9 得 到 点 B 的 绝对 速度 的 大 小 为 
Uy CO vtanw 三 vy3 (4) 
将 上 式 与 式 (2) 代 入 式 (3) 的 第 二 式 , 可 得 到 杆 AB 的 角速度 为 
w = 2vfly3 (3) 


考察 刚体 上 的 给 定点 C, 在 刚体 上 的 誉 标 为 pe:”= (0 “72 并。 其 平移 牵 
连 速度 仍 为 3 ;转动 牵连 速度 为 芯 c = 他 X 训 垂直 于 杆 AB 如 图 所 示 , 考虑 到 
《5) ,其 模 为 

Vr = coc = vy3 (6) 
由 式 (2.4 一 12) ,给 定点 C 的 绝对 速度 与 上 述 两 个 矢量 应 满足 如 图 所 示 的 矢 
车 几何 关系 。 考 虑 到 上 式 , 根 据 余 上 整 公式 ,可 得 到 给 定点 C 的 绝对 速度 的 大 小 
为 
Ur 二 V + Vi — 20avcO8 = vly3 (7) 
与 式 (6) 比 较 知 ,此 瞬时 ,wo 二 vw ,可 得 到 去. 与 局 (或 基 矢 量 王 } 的 夹 角 为 30?. 
指向 如 图 所 示 。 

请 读者 考虑 ,如 果 先 不 分 析 给 定点 B 的 速度 ,直接 求 中 点 C 的 绝对 速度 是 
否 可 能 ? 

2. 给 定点 的 加 速度 

将 式 (2.4 一 6) 在 闻 对 时 间 求 二 阶 学 ,考虑 到 式 (2.3 一 18), 得 到 点 也 的 加 
速度 关系 式 

Pp 一 六 十 区 X 记 十 首 X( 人 X 让 ) (2.4— 16) 
式 中 ,Fp 为 刚体 上 的 给 定点 P 的 绝对 加 速度 , 记 为 志 。 此 趟 的 物理 意义 可 以 这 
样 来 理解 :刚体 上 给 定点 己 的 绝对 加 速度 为 三 个 加 速度 矢量 和 。 一 个 为 当 连 体 
基 E 以 基点 的 加 速度 #( 即 六 ) 作 平移 时 ,点 已 因此 而 引起 的 加 速度 。 后 两 个 均 
因 连 体 基 转动 而 引起 的 ,其 中 前 一 个 加 速度 矢量 , 记 为 &,，， 


ip Tz x Bp {2.4— 17) 
为 连 体 基 角 加 速度 引起 的 , 它 的 方向 为 笑 径 5 端点 ( 即 给 定点 P) 切 向 ( 见 图 
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2 一 13) ,和 而 后 一 个 加 速度 舌 量 ,证 为 到 ww， 

dp Sx (8 x Bp) (2.4— 18) 
与 连 体 基 的 角速度 有 关 , 其 方向 识 天 和 从 训 的 及 
问 指向 基点 ( 见 图 2 一 13)。 这 二 种 加 速度 均 因 
连 体 基 一 般 运 动 “牵连 "而 成 ,第 一 个 称 为 平移 这 
连 加 速度 ,后 两 个 分 别称 为 转动 牵连 切 向 加 速度 
与 转动 牵连 法 向 加 速度 ,三 个 矢量 之 和 称 为 点 P 
的 牵连 加 速度 , 记 为 


人 鲜 2-13 刚体 上 任意 点 己 的 


这 样 由 式 (2.4- 16) 可 得 到 如 下 结论 :加 结 在 网 
体 上 和 尾 意 点 的 绝对 加 速度 等 于 该 点 因 了 刚体 的 一 般 和 运动 而 引起 的 牵连 加 速度 。 式 
(2.4 一 16) 可 简写 为 


二 (2.4- 20) 
考点 刚体 作 平 称 的 特殊 情况 。 由 于 角速度 与 角 加 速度 为 等 ,由 式 (2.4 一 16) 
可 得 到 如 下 结论 :了 刚体 作 平 移 时 ,刚体 上 任意 点 的 绝对 加 速度 与 平移 牵连 加 速度 
(基点 拘 绝 对 加 速 麻 ) 一 致 , 即 
了 = 了 了 (2.4 — 21) 
考虑 刚体 绕 基 点 作 定 轴 转 动 的 特殊 情况 。 由 于 基点 不 动 ,由 式 (2.4 一 16) 可 
得 到 如 下 结论 :刚体 绕 基 点 作 定 轴 转 动 时 ,刚体 上 任意 点 的 绚 对 加 速度 为 该 点 的 
转动 牵连 切 向 加 速度 与 转动 率 连 法 向 可 速度 的 矢量 和 。 考 虚 到 式 (2.3 一 5) 与 
{2.3~6), 有 
dp = dp tdp = Xp tw zix (xi) (2.4 - 22) 
由 此 可 知 ,转动 牵连 切 向 加 速度 垂直 和 撩 径 雇 , ,大 小 与 矢 径 的 模 成 正比 ;转动 牵 迪 
法 同 加 速度 , 汽 矢 径 指 向 基点 ,大 小 与 矢 径 的 模 成 正比 。 考 虑 到 式 (1.4- 8) 与 
(1.4 一 9), 上 式 在 参考 基 与 刚体 连 体 基 上 的 坐标 式 分 别 为 
ap = ap ~ wi pp = alApo— w App, q's = alps— wp, 
(2.4 — 23) 


[ 例 2.4~3] 求 例 2.4-2 杆 4AB 的 转动 角 加 速度 . 端 部 吾 点 的 加 速度 . 

解 : 问 样 过 点 A 作 杆 AB 的 连 体 某 生 如 图 所 示 。 杆 AB 在 馈 垂 面 作 平面 一 
般 运 动 。 由 已 知 条 件 , 基 点 A 的 绝对 加 速度 为 2 = 主 . 

考察 刚体 上 的 给 定点 B, 其 在 刚体 上 的 坐标 为 p= (0 1)!。 给 定点 是 
的 平移 牵连 加 速度 为 如 = 和 转动 牵连 切 向 加 速度 为 z=&X 遍 垂直 于 杆 AB 
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如 例 2.4-3 图 所 示 , 其 模 为 

a = lds|= al (1) 
转动 牵连 法 向 加 速度 为 2 = 一己 X (X56)， 
由 B 指向 A。 其 模 为 

dh 一 ‘2p | = wi (2) 

再 从 惯性 基 上 考察 刚体 上 的 给 定点 B， 
它 党 十 作 红牌 运动 , 故 其 的 绝对 加 速度 矢量 
cs 如 图 垂直 和 辣 下 。 由 式 f2.4 一 20), 上 上 述 二 
个 矢量 应 满足 如 图 所 示 的 关 量 几何 关系 。 它 
们 模 之 癌 的 关系 为 

dun = duytos ps dp = dnteng (3) 

和 将 忒 [2.4 一 20) 与 (2.4 一 21) 代 入 上 式 , 吕 得 到 杆 AB 上 给 定点 吕 的 绝对 加 速度 
与 出 体 转 动 角 加 速度 ,考虑 到 例 2.4 一 2 的 式 (5), 它 们 分 别 为 

Rj 宪 w’ icos wo = 8z213vV37 = wtan P= dv /3y317 (4) 

请 读者 考虑 如 何 求 中 点 CC 的 绝对 加 速度 。 

从 以 上 的 三 个 例子 可 以 看 到 ,对 于 潮 体 上 的 给 定点 ,速度 矢 景 式 (2. 4 一 12) 
建立 了 该 点 绝对 速度 ,平移 牵连 速度 与 转动 春 连 速度 3 个 矢量 的 关系 。 一 个 矢 
量 在 几何 上 含 模 与 片 向 2 个 信息 , 故 该 矢量 式 建立 了 65 个 信息 量 问 的 关系 。 因 
此 ,通过 沪 矢 量 式 , 只 能 解决 2 个 未 知 的 信息 量 。 加 速度 失 量 式 (2,4 -20) 建 立 
了 刚体 上 给 定点 的 绝对 加 速度 .平移 牵连 加 速度 .转动 窑 连 团 向 加 速度 与 转动 牵 
过 法 阿 加 速度 4 个 矢量 间 的 关系 。 考虑 到 后 尊 个 转动 牵连 加 速度 在 方向 上 必须 
相 巨 娃 直 的 关系 ,通过 该 矢量 式 只 能 解决 7 个 矢量 信息 量 中 两 个 未 知 的 信息 量 。 
速度 失 量 式 (2.4 一 12) 与 加 速度 矢量 式 (2.4 一 20) 可 用 于 解决 已 知 刚体 的 运动 求 
刚体 上 任意 点 运动 的 正 向 求解 的 问题 。 如 例 2.4 一 1 中 求 刚体 上 给 定点 了 的 速 
度 , 例 2.4-2 中 确定 刚体 上 给 定点 C 的 速度 与 加 速度 即 属 这 类 问题 。 由 于 刚 
体 上 给 定点 的 运动 与 刚体 的 运动 相关 联 , 因 此 可 以 道 过 已 知 该 点 的 绝对 运动 确 
定 该 点 的 牵连 运动 , 即 刚体 的 运动 ,这 是 利用 公式 (2.4- 12) 与 (42.4- 20) 的 道 向 
求解 的 问题 。 所 以 刚体 给 定点 的 速度 与 加 速度 的 矢量 关系 式 可 以 用 作 刚 体 运动 
分 析 的 工具 。 例 2.4 ~2 与 例 2,4 一 3 中 确定 刚体 的 角速度 与 角 加 速度 即 属 此 类 
问题 。 这 种 分 析 过 程 称 为 单 刚 体 运动 学 的 瞬时 矢量 分 析 方 法 。 

通过 天 量 几 何 运 算 对 刚体 上 给 定点 的 位 置 .速度 与 加 速度 进行 了 分 析 ,其 优 
咏 比 较 直 观 , 但 如 果 玫 何 关 系 比 较 复 杂 , 得 依靠 解析 方法 。 下 面 将 给 出 上 述 运 动 
学 天 量 关系 式 的 在 参考 基站 上 的 坐标 阵 的 运算 式 , 殿 解析 分 析 与 数值 计算 用 。 


例 2.4 一 3 图 
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3. 给 定点 位 置 .速度 与 加 速度 的 解析 表达 式 
首先 由 表 1.2 一 1 可 得 到 矢量 式 (2,4 一 6) 在 参考 基 半 的 坐标 阵 运 算式 
rp=r+pr (2.4 — 24) 
式 中 ,pp 为 矢量 66 在 冯 的 坐标 阵 。 引 人 连 体 基 全 相对 于 的 方向 余弦 阵 和， 
利用 式 (1.3- 11) 可 将 pp 转换 为 矢量 在 2 的 坐标 阵 pp 二 (ww 光 ) 。 这 样 
式 (2.4 一 24) 可 改写 为 


展开 此 式 有 
1 - 此 
a 十 COS 一 hh TE 
"| - | | | (2.4 - 25’) 
YP | Sn 的 COS wm) lyp 


矢量 记 在 E 的 坐标 阵 pp 为 常 值 阵 , 它 给 出 了 刚体 上 给 定点 了 的 位 置 。 由 十 
刚体 作 乎 面 运动 , 式 (2.4-25) 表 达 了 刚体 上 给 定点 了 在 基站 的 坐标 与 刚体 位 
形 坐 标 9=(z y gp)" 的 关系 。 由 此 可 得 到 结论 ; 当 刚 体 的 位 形 为 已 知 时 , 刚 
悚 上 所 有 点 在 基 Er 的 位 置 由 式 (2.4 一 25) 完 全 确定 。 
将 式 (2.4 一 25) 对 时 间 求 导 , 考 虑 到 pp 为 常 值 阵 , 对 时 间 求 导 为 零 ,得 

rp =r+Aps (2.4 ~ 26) 
将 式 (1.4 一 11) 代 入 式 (2.4 一 26), 得 到 刚体 上 纵 定 点 的 速度 与 刚体 位 形 坐 标 导 
数 间 的 关系 


rp 一 了 十 了 Pop (2.4 ~— 27) 
或 将 其 展开 有 
| zp | I — sin -cos wm| [xrpl. 
于 = | ， 人 了 (2.4 — 27’) 
JP YJ cosp ~ Sn gpm) lyp 


事实 上 以 上 两 式 是 速度 矢量 式 (2.4 一 9) 在 基 去 的 举 标 式 。 考 虚 到 式 (2,4 一 12) 
在 基 全 的 坐标 式 为 


Vp 二 V+ UY,p (2.4 ~— 28) 
与 式 (2.4 一 27) 比 较 , 其 中 转动 牵连 速度 矢量 在 基 佘 的 坐标 阵 为 
vp= LAppo (2.4 — 29) 


与 式 (2.4 一 15} 一 致 ， 
将 式 (2.4 一 27) 对 时 间 求 导 , 考 处 到 pp 为 常 值 阵 对 时 间 求 导 为 零 ,得 
rp = +iAppy + IApoy 
将 式 (1.4 一 11) 代 天 ,考虑 到 式 (1.4 一 9), 可 得 刘刚 体 上 任意 点 的 速度 与 刚体 位 
形 华 标 二 阶 导 数 季 的 关系 
rp 盖子 十 了 和 — Apoog: (2.4 — 30) 
或 将 其 展开 有 
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了 ir | ， | Sin ~ cos ?| [7 [eos $C— Sil ?| [和 
[ye -|; 】 ， Cos 有 一 Sn 多 yo SF COS Pp | \ yp; 
(2.4— 30') 
同样 ,以 上 两 式 是 加 速度 和 所 星 式 (2.4 16) 在 基 扩 的 坐标 式 。 考 虑 到 式 (2.4- 
20) 在 基 冯 的 坐标 式 为 
dp = + dp + Hp (2.4— 31) 
本 式 (2.4 一 30) 比 较 , 其 中 转动 切 向 牵连 加 速度 与 转动 法 向 牵连 加 速度 的 坐标 阵 
分 别 为 
dp = LAppy tp =— Appo: {2.4 — 32) 
分 别 与 式 (2.4 一 23) 中 第 一 式 的 前 后 帅 部 分 一 致 。 


[ 例 2,4 一 4] 利用 解析 式 (2.4 一 27) 与 {2.4 一 30) 计 算 例 2.4--2 中 杆 AB 
的 转动 角速度 与 角 加 速度 ,以 及 端点 B 与 中 点 C 的 绝对 速度 与 绝对 加 速度 ， 
解 : 由 例 2.4-2 的 条 件 , 在 例 2.4-2 图 所 示 瞬 时 , 杆 AB 的 位 形 坐 标 为 


Tt 


q= (za x $) = {ics 0 了 = (5 0 至 ) 

在 该 瞬时 ,基点 A 的 绝对 速度 在 参考 基于 的 坐标 阵 为 op, = (% 0)1 ,给 
定点 B 在 村 AB 上 的 位 置 矢 么 襄 在 连 体 基 的 坐标 阵 为 让 = (0 27、 该 点 的 
绝对 速度 5 方向 已 定 ,其 在 参考 基 上 的 坐标 阵 为 wa = (0 ”ws )'。 记 该 钥 时 杆 
AB 的 转动 的 角速度 为 p=wmw。 将 上 述 数据 代 人 式 (2.4~27), 有 
0 |; 也 | 一 cos 人 6100 i [12 —vy312| 0 
| | | cos nr = ME [Ly312 -112 | 
上 式 中 有 两 个 待 求 的 未 知 变 基 wm 与 w。 由 第 一 式 可 解 得 该 瞬时 杆 AB 的 转动 
的 骨 速 度 为 


Tp 


w = 2773 (1) 

将 其 代 人 第 二 式 可 得 点 B 绝对 速度 ws = - wmN3。 负 导 表 示 绝 对 速度 zs 的 方 
向 与 基 人 矢量 3 反 向 。 结 果 与 例 2.4-2 的 式 (4)} 和 (5) 一 致 。 

对 于 中 点 C, 该 点 在 村 AB 上 的 位 置 矢 径 记 . 在 连 体 基 的 坐标 阵 为 p= 
(0 1 及) 。 其 速度 的 大 小 方向 均 待 定 , 令 we = {xe 计 )"'。 同样 由 式 (2.4 一 
27) ,有 
WE | [172 | |。 opP i 
Lyc 0 ) | v32 112112 — vw/2Y3) 
考虑 到 式 (1) ,wo 为 已 知 ,2 个 方程 可 求 得 2 个 末 知 量 z= wi2 与 yc = — wl2Y3, 
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即 w= (af2 -wf2y3) 。 故 中 点 C 的 绝对 速度 的 模 为 内 = ri+ yi = 
uj/3。 为 了 找到 绝对 速度 矢量 总 的 方向 与 基 矢 量子 的 夹 角 89。 根据 矢 早 点 积 的 
定义 ,去 :之 = vccos 四, 它 的 坐标 式 为 
1 
0 
将 ve 用 v 表示 ,上 式 变 为 cos 6=v312, 故 8 = r/6。 结 果 与 例 2.4-2 的 一 致 。 
下 面 求 杆 AB 的 角 加 速度 以 及 点 妃 与 点 C 的 加 速度 。 
在 该 瞬时 ,基点 A 的 绝对 加 速度 z=5, 在 参考 基 上 的 坐标 阵 为 e, = 
(0 0) , 杆 AB 上 给 定点 B 的 绝对 加 速度 &s 方向 已 定 , 令 其 在 参考 基 圭 的 坐 
标 阵 为 as = (0 as) 。 记 该 瞬时 杆 AB 的 转动 的 角 加 速度 为 多 =a。 将 上 述 数 
据 代入 式 (2.4 一 30), 有 
[| 
a 


| | 0 |- sinn/ cos "| [9 
i 二 + 1 

a | | COS NO 一 SinTx6| 明 

考 虚 到 式 (1), 上 式 的 未 知 量 为 aa 与 a« 两 个 ,可 解 。 由 第 一 式 得 杆 AB 的 角 加 速 

度 


vccns = vmx = (ao2 - way3)| |- vi2 


网 r/ 提 一 Sin 矶 /的 


sin nD cos 工厂 


a = wy3 = 4o313Y3P 

将 其 代 人 第 二 式 得 点 B 的 加 速度 

ar =— bal2 +v3iu PP = — Bu {3v31 
结果 与 例 2.4-2 的 式 (4) 一 致 、 

考虑 中 点 C ,其 加 速度 的 大 小 方向 不 定 , 令 gc = (Xzc ye) 同样 由 式 (2.4 

- 30) ,有 代数 方程 
ze | 虹 | Sn 和 一 os | ‘0 | |， ， 
yel ol cosnh sinx [112 “ sin ni cos rx/6 1 LN2) 四 
由 于 w 与 a 已 经 求 得 , 故 上 式 的 2 个 未 知 量 ze 与 yi 可 解 ,它们 分 别 为 

Te =0, ye = wy3 = -dv 3v3! 


由 此 可 车 中 点 C 的 加 速度 大 小 为 ac = 4v313Y31, 方 向 垂直 向 下 。 读 者 自己 可 
利用 天 量 几 何方 法 得 到 的 结果 进行 对 照 。 

由 上 例 可 知 ,刚体 上 给 定点 的 速 庶 解 析 关 系 式 {2.4 一 27) 建 立 了 该 点 的 绝对 
速度 ,刚体 连 体 基 的 基点 速度 ,姿态 坐标 与 角速度 6 个 标量 的 关系 。2 个 代数 方 
得 只 能 解决 其 中 的 2 个 未 知 量 。 刚体 上 给 定点 的 加 速度 解析 关系 式 (2.4 -~ 30) 
建立 了 该 点 的 绝对 加 速度 .刚体 连 体 基 的 基点 加 速度 .位 形 坐 标 .角速度 与 角 如 


Cos ri — sinns 
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速度 了 个 标量 的 关系 。2 个 代数 方程 地 只 能 解决 其 中 的 2 个 未 知 量 。 利 用 这 两 
个 解析 式 可 解决 已 知 刚体 运动 求 刚体 上 任意 点 的 速度 与 加 速度 矢量 在 参考 基 上 
的 坐标 阵 。 也 可 以 已 知 点 的 速度 与 加 速度 的 信息 求 刚体 的 位 形 速 度 与 加 速度 。 
因此 利用 刚体 给 定点 的 速度 与 加 速度 的 矩阵 关系 式 可 以 作 刚 体 的 运动 分 析 , 这 
种 分 析 过 程 称 为 单 刚体 运动 学 的 眠 时 解析 分 析 方 法 。 从 上 述 分 析 过 程 可 知 , 巾 
于 速度 关系 式 中 包含 点 的 玉 知 华 标 与 刚体 的 位 形 , 加 速度 关系 中 还 包含 角速度 ， 
故 在 进行 膀 时 解析 分 析 时 莉 该 苯 特 先 位 形 分 析 , 再 速度 分 析 , 最 后 加 速度 分 析 的 
原则 。 


2.4,3 刚体 的 瞬时 速度 中 心 


对 于 给 定 瞬 时 ,通常 在 刚体 或 在 其 延伸 部 分 存在 一 个 特殊 点 S ,该 点 的 绝对 
速度 为 零 , 称 该 点 为 刚体 的 骨 时 速度 中 心 ,简称 为 瞬 心 。 今 该 点 的 矢 径 为 5 , 根 
据 式 (2.4-9), 有 如 下 关系 : 


rs=7F+@Xxp, = 站 (2.4— 33) 
由 趟 (2.4-27), 写 出 上 式 的 乞 阵 式 
os =v + lApsw =0 (2,4 — 34) 


两 边 左 乘 矩 阵 (I4 )', 考 讶 到 式 (1.4 一 9) 与 (1.4~12), 可 得 到 朋 心 $ 相对 于 基 
点 C 的 矢 径 六 在 连 体 基 的 坐标 阵 应 满足 的 方程 

p's = TA'v /ow (2.4 - 35) 
此 式 指出 , 当 己 知 刚 体 的 运动 (基点 的 速度 o 与 刚体 的 角速度 灸 ) 可 以 找到 隐 心 
在 刚体 上 的 位 置 。 展 开 此 式 有 
xs| 1 ‘sin ¢ | x 


(2.4 — 35°) 


yo) 甸 Leos 6 sin 有 ly 
般 要 强调 的 是 ，- 般 情况 下 不 同 的 瞬 时 刚体 的 瞬 心 位 置 是 不 同 的 。 
如 果 在 该 瞬时 , 瞬 心 S 为 刚体 连 体 基 的 基点 ,那么 刚体 上 任意 点 的 绝对 速 
度 为 
二 = 人 ix (2.4 — 36) 
可 匈 ,在 该 瞬时 刚体 上 各 点 的 速度 分 布 与 刚体 绕 瞬 心 作 定 轴 转 动 的 速度 分 布 - 
致 , 收 过 盟 心 垂直 运动 平面 的 转轴 称 为 刚体 的 转动 咯 轴 ， 
确定 刚体 在 某 肯 时 肯 心 位 置 的 方法 可 以 通过 公式 (2.4- 35) 求 得 ,也 可 根据 
刚体 绕 转 动 瞬 轴 作 转 动 的 原理 ,通过 矢量 几何 方法 得 到 。 可 分 如 下 几 种 情况 . 
(1) 如 果 刚 体 上 A 与 B 两 点 的 速度 方向 已 知 , 但 不 平行 ,那么 过 贞 与 B 疯 
点 作 垂 直 各 自 速 度 矢量 的 直线 ,它们 的 交点 为 该 瞬时 的 瞬 心 ( 见 图 2 14a)。 
(2) 如 果 刚 体 上 A 与 BB 两 点 的 速度 大 小 已 知 ,相互 平行 且 重 站 于 A,B 两 
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点 的 连 线 , 则 速度 矢量 端点 的 连 线 与 A,B 连 线 的 交点 为 该 瞬时 的 瞬 心 ( 见 图 2 
- 14b 与 图 2 一 14c)。 


bbgc 


铅 2-]4 县 心 的 确定 


(3) 情况 (2) 中 如 果 刚 体 上 A 与 B 两 点 的 速度 大 小 相等 ,或 4 与 B 两 点 的 
速度 相互 平行 但 与 4,B 两 点 的 连 线 不 後 直 , 那 么 无 法 得 到 交点 ,该 瞬时 的 速度 
中 心 在 无 限 近 处 ,这 时 间 体 作 甩 时 平移 ( 见 图 2 一 144)， 

对 于 刚体 运动 的 某 些 情况 也 可 根据 刚体 
与 邻接 物体 的 关系 确定 瞬 心 。 如 刚体 在 一 刚 
性 固定 平面 上 作 无 滑动 滚动 ,由 例 2.4-1 知 ， 
刚体 与 平面 的 接触 点 的 速度 为 堆 , 因 此 该 点 为 
该 刚体 的 瞬 心 。 图 2- 15 给 出 了 作 纯 滚动 刚 
体 的 瞬 心 与 刚体 上 速度 的 分 布 。 

利用 瞬 心 的 概念 ,有 时 可 比较 方便 地 解决 | 
刚体 运动 学 瞬时 分 析 的 问题 。 见 下 例 。 图 2-15 刚体 的 纯 滚动 


[ 例 2.4-S5] 对 于 例 2.4-2 中 刚性 杆 AB 所 处 的 瞬时 ,找到 此 时 的 瞬 心 ， 
并 且 求 该 瞬时 杆 AB 的 角速度 及 点 召 与 所 的 绝对 速度 。 

解 : 由 于 点 和 与 B 的 绝对 速度 已 知 , 作 它们 的 垂 线 其 交点 为 该 瞬时 的 瞬 心 
S, 如 图 所 示 。 其 位 置 举 标 为 

zs = loos {rl3) = 2, ye = lsin (nr/3) = 3112 
此 瞬时 杆 AB 可 理解 为 绕 瞬 心 作 瞬 时 定 轴 转 动 , 故 由 绝对 速度 vw ,可 求 得 
w= valys = 2vually3 
由 此 可 直 楼 计算 点 吾 的 绝对 速度 的 模 为 站 = ors = wmaN3, 方 向 如 图 所 示 。 
为 了 计算 点 蕊 的 绝对 速度 , 需 已 知 S 到 的 距离 , 记 为 4。 由 几何 关系 可 得 
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z=72。 故 点 己 的 绝对 速度 的 模 为 vw- = wd = 
wak3, 方 向 垂直 点 S 与 C 的 连 线 ,指向 如 图 所 示 。 

上 述 结 果 与 例 2.4 一 2 和 例 2.4 一 3 中 前 结 
果 一 敏 。 

从 此 例 可 知 ,利用 瞬 心 与 速度 矢量 几何 关系 
中 以 作为 刚体 运动 学 瞬时 速度 矢量 分 析 方 法 的 
一 种 。 与 例 2.4- 2 比较 ,本 方法 在 处 理 速度 分 
析 时 要 方便 得 多 。 故 肯 心 方法 在 速度 分 析 中 有 
时 是 相当 有 效 的 . 下 面 再 考 虚 多 个 刚体 的 情况 。 


例 2.4 一 5 疼 


[ 例 2.4-6] 如 图 所 未 :曲柄 请 块 机 构 的 
三 个 瞬时 , 试 确 定 连 杆 的 瞬 心 并 分 析 连 杆 的 运动 。 

解 : 对 于 图 a 所 示 了 瞬时 ,曲柄 OA 作 定 办 转动 ,点 A 的 绝对 速度 垂直 OA ， 
放 氛 访 平面 滑动 ,点 有 的 速度 沿 平 面 。 作 两 速度 的 垂 线 , 交 于 点 5, 此 点 即 为 该 
瞬时 过 杆 的 瞬 心 ,可见 连 杆 此 时 作 平 而 的 一 般 运 动 。 对 于 图 b 所 未 有 瞬 时 ,曲柄 
OA 处 于 夷 下 状态 ,点 A 与 点 B 的 速度 平行 , 作 两 速度 的 系 线 将 无 交点 , 连 杆 的 
运动 为 肯 时 平移 。 对 于 图 所 示 握 时 , 曲柄 与 连 杆 在 同一 直线 上 ,点 A 的 速度 
与 点 号 的 速度 相 扎 重 直 ,分 别 作 两 速度 的 重 线 , 交 于 S 点 ,B 点 与 瞬 心 S 重合 ， 
此 瞬时 连 杆 绕 B 作 朋 时 定 轴 转 动 。 


B15) 


tay (b) ‘c) 


例 2. 二 一 蝇 
2.5 相对 刚体 运动 的 任意 点 的 位 置 .速度 与 加 速度 
2.5.1 动 点 运 动 学 矢 景 关系 式 


现在 考 虚 空间 中 的 某 一 点 , 它 可 以 在 刚体 的 运动 平面 上 相对 于 刚体 运动 。 
为 了 与 同 结 在 刚体 上 的 给 定点 有 所 区 草 , 简 称 其 为 动 点 。 考 察 该 点 运动 可 以 在 


50 第 2 章 运 动 学 


次 个 参考 基 上 进行 , 即 参 考 基 与 相对 2 运动 
的 刚体 连 体 基 冯 , 将 前 者 简称 为 定 基 ( 系 ), 后 阁 
称 为 动 基 { 系 )。 动 点 在 定 基 上 的 运动 为 该 点 的 绝 
对 运动 ,在 动 基 上 考察 到 动 点 的 和 运动 为 该 点 相对 
于 动 基 的 相对 运动 。 

如 图 2 一 16 所 孙 , 令 动 点 PP 关于 口 与 忆 的 
天 径 分 别 为 疡 与 训 。 关 为 连 体 基 基 点 C 关于 口 
网 天 答 。 与 上 节 讨 论 的 情况 不 同 , 矢 径 访 与 动 
系 不 固 结 。 矢 径 疡 在 宏基 上 对 时 间 的 一 阶 与 二 
阶 寻 数 为 动 点 卫 的 绝对 速度 与 绝对 加 速度 ,分 别 。 图 2-16 动 点 PP 的 速度 
记 为 


(2.5—1) 


天 径 部 在 动 基 上 对 时 间 的 一 阶 与 二 阶 导数 为 动 点 P 的 相对 速度 与 相对 加 速 
度 ,分 别 记 为 


志 Fb 
| 


到 一 旷 = 0 古 一 二 全 = 六 (2.5- 2) 
由 图 2-16 可 见 , 点 已 各 矢 和 的 关系 为 
re 二 六 + bp 


两 边 在 2" 对 时 间 求 导 


rp = P+pp (2.5 ~ 3) 
由 十 动 点 P 对 动 系 有 相对 运动 ,由 式 (2.3-14) 知 
bp = Pp+XX (2.5 — 4) 
将 其 代 人 式 (2.5 一 3), 得 到 动 点 P 的 速度 关系 式 
站 十 四 (2.5 ~ 5) 
让 式 {2.5 一 1),(2,5 一 2) 与 (2.4 -11), 上 式 可 改写 为 
Dh = + (2.5— #6) 


如果 在 动 基 6 上 考察 动 点 P 的 相对 运动 , 邻 此 咀 时 在 刚体 ( 动 基 ) 上 定义 与 
由 重合 的 点 为 P' ,那么 动 点 的 相对 速度 5 可 理解 为 点 相对 于 点 PP’ 的 速度 。 
由 于 刚体 ( 动 基 ) 本 身 在 运动 ,点 上 ' 随 动 基 作 “ 滨 连 "运动 , 故 称 已 "为 动 点 了 的 率 
连 点 。 由 于 节 可 知 ,牵连 点 P' 的 绝对 速度 为 该 点 随 动 基 的 率 连 速度 vb ,考虑 到 
助 点 卫 与 牵连 点 在 此 瞬时 重合 ,这 连 速度 的 下 标 PP 仍 由 PP 表示 , 即 记 为 db。 因 
此 由 式 (2.5 ~6) 得 到 如 下 结论 ; 动 点 也 的 绝对 速度 为 该 点 相对 动 基 的 相对 速度 
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蕊 它 对 应 的 牵连 点 随 动 基 的 索 连 速度 之 饼 量 各。 
将 式 (2.5-3) 在 六 对 时 间 求 二 阶 导 数 ， 
考 上 处 到 式 (2.3 一 17 ), 经 整理 ,得 到 动 点 己 的 
加 速度 关系 式 
六 = po+F+ OX Ppt+ 
OX {OX B+ 20 x pp 
(2.5-7) ? 


,i 
dX Bs = 20 XD 
(2.5— 8) 

为 动 点 PP 的 科 氏 加 速度 , 它 是 由 科 里 奥 利 ”图 2-17 动 点 卫 的 加 速度 
(G.G.Coriolis) 于 1835 年 首先 提出 的 。 科 氏 加 速度 是 动 系 的 转动 与 动 点 相对 运 
动 相互 耘 台 引 起 的 加 速度 。 科 氏 加 速度 的 方向 隋 直 于 角速度 撩 量 和 相对 速度 矢 
景 ( 见 图 2 一 17)。 考 虑 到 式 (2.5 一 1),(2.5-2),(2.5-8) 与 (2.4-19), 式 (2.5 
一 他 可 改写 为 

dp = 人 十 吓人 (2.5—9) 
式 中 ;48 一 PB 为 点 PP 相对 如 速度 ; 避 ; 为 达 连 点 P 的 牵连 加速度。 由 上 式 nf 得 到 
如 下 结论 : 动 点 的 绝对 加 速度 为 该 点 的 相对 动 系 的 相对 加 速度 、 科 氏 加 速度 与 它 
对 厂 的 窑 连 点 的 牵连 加 速度 之 秋 量 和 。 


[ 例 2.5~1] 如 图 所 示 为 一 急 回 机 
构 。 已 项 长 为 5 的 曲柄 OQ,A 以 匀 角 速 
度 wi 转动 , 杆 端 为 一 个 套 简 , 它 可 绕 4 自 
由 转动 , 套 简 穿 在 扬 杆 O,B 上 ,相对 摇 杜 
已 又 能 相对 滑动 。 令 O 与 O， 的 间 施 也 
为 [1， 求 曲柄 的 转 衣 为 gp = rf6 时 摇 杆 
OB 的 角速度 ws 与 角 加 速度 ez 以 及 滑 
块 在 氮 杆 上 的 滑动 速度 与 加 速度 。 

解 : 首先 今 曲柄 为 B, , 扬 杆 为 了 芭 。 如 
图 所 示 过 | 作 孔 的 连 体 基 引 .过门 , 作 
BB 的 连 体 基 二 与 公共 参考 基 二。 

在 曲柄 了 上 考察 点 A 的 速度 。B, 绕 ,和 作 定 轴 转动 ,A 作为 Bi 上 的 一 给 
定点 。 点 4 的 绝对 速度 为 该 点 的 转动 牵连 速度 , 即 去 , = 也 x B14 其 垂直 于 


例 2.5- 1 图 
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人 4 , 方 问 如 图 所 示 。 根 据 已 却 荣 件 , ol 十 。 点 六 的 绝对 速度 的 模 为 
Ua = wt (1) 
在 拉杆 久 ( 连 体 基 计 ) 上 考察 点 A 的 速度 。 上 点 及 对 于 为 一 个 动 点 。 其 
相对 和 运动 为 这 村 OB 的 请 移 。 由 对 速度 z5 如 图 所 未 。 点 态 的 罕 连 速度 为 村 
上 与 4 瞬时 重合 :点 4 的 牵连 速度 。 册 于 富 和 舍 O, 作 定 轴 转 动 , 故 率 连 速度 
为 D4 = 二名; Dxas。 其 垂直 于 品 ,A ,方向 如 图 所 示 。 由 图 示 等 腰 三 角形 OO 〇 ,A 
的 几何 关系 ,可 得 
b= ¢1 = nA, pa = icos yp = 27 0c0% 和 | (2) 
太 六 的 牵连 速度 芭 的 模 为 
U% = wpaa = 2 dco8 oI (3) 
根据 式 (2.5- 6), 上 上述 矢量 在 点 A 有 图 示 的 矢量 几何 。 考 虑 到 式 (1) 与 
(2), 由 图 串 得 如 下 关系 : 
Ua = Vacos yy = widicos pi, va = vasin gf = wtsin 他 1 
将 式 43) 代 人 第 一 式 可 得 到 在 图 示 了 瞬时 O,B 的 角速度 w; ,由 第 二 式 可 得 到 滑 块 
在 播 杆 上 的 滑 欧 速度 xm , 即 
二 区 【村 
在 曲柄 B 上 考察 点 A 的 加 速度 。B, 绕 DO 作 等 角速度 的 定 轴 转 动 ,第 加 
速度 为 零 。 定点 A 的 牵连 各 速度 只 有 转动 牵连 向 心 加 速度 一 项 . 故 点 A 的 绝 
对 加 速度 为 = 必 ; x (起 x，)。 方向 由 A 指向 0, , 模 为 
ta — wi (5) 
在 摇 杆 B,( 动 基 六) 上 考察 点 A 的 加 速度 。 点 A 相对 运动 为 党 OQ,B( 基 矢 
量 去 ) 的 滑 移 ,相对 加 速度 避 如 图 所 示 。 点 4 的 科 氏 加 速度 为 & =26, x 
zao 方向 垂直 与 摇 杆 如 图 所 示 ,考虑 到 式 (2.5- 13) .其 模 为 
CA = Zw Va = wi tt2 (6) 
所 全 的 牵连 加 速度 为 秆 上 与 4 肯 时 重合 -- 点 A' 的 这 连 加 速度 。 由 于 动 基 让 
并 O, 作 定 轴 转 动 , 故 牵 连 加 速度 为 两 项 , 即 转动 秦 连 法 向 加 速度 & = 6, x 
(ga X Baa ) 与 转动 牵连 切 向 加 速度 = 总 X 5s。 它们 的 方向 如 图 所 示 , 考虑 
到 式 (2) 与 (4) ,它们 的 模 分 别 为 
dA 一 ou2 2A 二 wl Li es P12 Ha 一 全 2 总 24 一 2 a311 Cos | (7) 
根据 式 (2.5-9), 上 述 5 个 加 速度 失 量 在 点 A 有 图 示 的 矢量 几何 。 考 虑 到 
式 (2) 与 (5), 册 图 可 得 如 下 关系 : 
lA ~ An = dacos f= wi tcos DI, A + a = ansing = witisin a 


将 式 (7) 代 入 ,由 第 一 式 可 得 点 4 的 相对 滑 移 加 速度 为 
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2 一 o1 Ecos p12 一 cl {1 C08 多 | =—y31wild 
催 导 表示 上 与 图 示 方 向 相反 ,将 式 (6) 与 7) 代入 第 一 式 可 得 此 瞬时 摇 杆 的 转动 的 
角 如 速度 
aa = (witisin gp — will2)2icos pr = 0 

从 上 例 可 以 着 到 , 动 点 速度 矢量 式 (2.5- 6) 建 立 了 动 点 相对 于 定 基 的 绝对 
速度 .相对 于 动 基 的 相对 速度 与 该 点 在 动 基 上 了 瞬时 重 
合 的 牵连 点 的 料 移 牵连 速度 与 转动 牵连 速度 4 个 矢 
量 的 关系 。 一 个 天 量 在 几何 上 含 模 与 方向 2 个 信息 ， 
卜 该 矢 其 式 建立 了 8 个 信息 量 间 的 关系 。 因 此 ,通过 
该 天 量 式 ,只 能 解决 2 个 未 知 的 信息 量 。 动 点 的 加 速 
度 矢 量 式 {2.5 一 9) ,建立 了 动 点 相对 于 定 基 的 绝对 加 
速度 .相对 于 动 基 的 相对 加 速度 . 科 氏 加 速度 以 及 该 
点 企 动 基 上 瞬时 重合 的 大连 点 的 平移 牵连 加 速度 . 转 
动 率 连 法 向 加 速度 与 转动 牵连 切 向 加 速度 6 个 矢量 
的 关系 ， 考 碟 到 转动 牵连 法 向 加 速度 与 转动 这 连 奶 图 2 -18 动 基 间 的 运 
向 加 速度 矢量 必 相 互 垂 真 , 故 该 矢量 式 建立 了 11 个 动 学 关系 
言 尽量 问 的 关系 通过 该 矢量 式 也 只 能 解决 2 个 未 知 的 信息 量 。 这 2 个 矢量 式 
叶 以 解决 在 已 知 动 基 的 运动 的 情况 下 , 求 动 点 的 绝对 运动 与 其 对 于 动 基 的 相对 
运动 间 的 关系 . 

然而 ,考虑 到 上 述 2 个 矢量 式 建 立 了 动 基 与 定 基 的 点 的 运动 学 关系 ,如 果 有 
两 个 动 基 与 一 个 公共 定 基 ,那么 同一 个 点 可 以 相对 于 动 基 1 与 公共 基建 立 上 述 
关系 ,也 可 以 相对 于 动 基 2 与 公共 基建 立 上 述 关 系 。 通 过 动 点 在 公共 基 下 的 多 
对 速度 亏 加 速度 一 至 的 原理 ,将 在 两 个 刚体 ( 动 基 ) 的 运动 学 间 建 立 起 一 种 关系 
( 见 儿 2 一 18)。 这 是 出 体系 运动 学 瞬时 矢量 分 析 广 法 的 基础 下痢 再 看 一 个 例 
于 。 


[ 例 2.5-2] 在 图 示 机 构 中 杆 CD 可 在 水 平 槽 内 左右 请 移 。 在 O, 处 有 一 
套 简 , 它 可 绕 其 转动 。 套 简 中 穿 -- 杆 4B ,此 杆 与 杆 CD 在 A 处 有 . -转动 铵 相 
连 。 现 杆 CD 同 左 作 减速 运动 ,到 达 图 示 位 置 时 , 角 w =mx3, 杆 CD 的 速度 为 
,加 速度 为 #, 求 此 时 套 简 的 转动 角速度 与 角 加 速度 ; 杆 4B 在 套 简 中 的 相对 滑 
移 速 度 与 加 如 上 度 ;村 AB 上 PP 点 (中 离 点 A 为 5) 的 绝对 速度 与 加 速度 。 

解 : 首先 令 套 简 为 B , 杆 CD 为 B。 如 图 所 示 过 上 〇 | 作 BB 的 连 体 基 训 与 
公共 参考 基 , 过 0, 作 马 的 连 体 基 全 。 

住 B 上 考察 点 A 的 速度 。B, 作 平 移 ,A 为 下 的 一 个 给 定点 。 点 A 的 忽 
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对 速度 为 其 平移 牵连 速度 , 即 z= 避 , 方 向 如 图 所 未 。 


例 2.5-2 图 


在 B( 连 体 基 E ) 上 考察 点 从 的 速度 。 点 A 对 于 动 基 为 “个 动 点 。 其 
相对 运动 为 沿 套 简 的 基 矢 量 二 滑 移 。 相 对 速度 2 如 图 所 示 。 点 具 的 牵连 速 
度 为 基 矢 其 所 在 坐标 轴 上 与 A 瞬时 重合 一 点 A' 的 率 连 速度 ， 由 于 动 基色 
绕 口 ; 作 定 轴 转动 , 故 率 连 速度 为 避 一 6 X 记 4。 其 己 直 村 中,A4 ,方向 如 图 所 
示 。 由 图 贡 的 几何 关系 ,可 得 


pia = hisin ， (|) 
局 A 的 率 连 束 上 度 的 屏 为 
Va = WPIa = wikilsin 0 (2) 
根据 式 (2.5-6), 上 述 失 量 在 点 4 有 图 示 的 矢量 几何 ,由 图 可 得 如 下 关系 : 
UA = VasSin pi = Vsin Dion = VCOS PL = WeOS 的 | (3) 
将 式 (1) 代 入 式 (3) 第 一 式 可 得 到 在 图 示 瞬 时 大 简 的 角速度 为 
w|i 一 sin pih = 3vl4k {4) 
由 式 (3) 第 三 式 可 得 到 点 A{ 即 杆 4B ) 的 相对 清 移 速度 为 
Ua 二 meos wp = v2 (5) 
在 Bl 上 土 考 察 点 卫 的 速度 。 点 P 对 于 动 基 让 为 一 个 动 点 。 由 于 点 入 与 点 


P 在 同一 个 刚体 上 ,在 动 基 2 中 它 的 相对 运动 为 沿 动 基 6 的 茜 失 量 z! 滑 移 。 
相对 速度 5 二。 率 连 速度 为 许 二 wj X Bp。 其 垂直 于 O 〇 LP, 方 向 如 图 所 示 、。 
由 图 示 的 儿 何 关系 ,可 得 

op = hlsin gr- & {6) 
点 卫 的 地 连 速 度 的 模 为 由 = aro -根据 上 面 的 分 析 ,考虑 到 式 (5) 与 416) ,用 
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疼 可 得 动 点 了 的 速度 喜 , 的 模 为 
vp = Vw) + (up) = vy 4R + OpIpi4h 
如 果 该 矢量 指向 由 其 与 杆 AB 的 夹 角 8 来 描述 ,有 
cos 0 — vbfvup = 2hiv 4P + O01p 
在 访 上 考察 点 A 的 加 速度 。B, 作 平 移 ,A 作为 已 的 一 个 定点 。 点 和 的 
绝对 加 速度 为 其 平移 牵连 加 速度 , 即 @ = 羡 , 方 向 如 图 所 示 。 
在 做 简 B 上 考察 点 A 的 加 速度 点 A 对 于 动 基 为 一 个 动 点 ,其 相对 运 
动 为 沿 套 简 的 基 矢 量 潍 移 。 相 对 加 速度 ss 如 图 所 示 。 基 站 绕 DO, 作 定 轴 
转动 ,点 A 的 科 氏 加 速度 为 帘 一 26 xxz。 方向 垂直 于 播 杆 如 图 所 示 ,考虑 到 
式 \4) 与 (5$), 其 模 为 
a = Zw oN = Zoeo8 pisin’ pih (7) 
氮 和 的 牵连 加 速度 为 旺 项 , 即 和 转动 牵连 法 向 加 速度 aa = 可 X (sw x p14) 与 转 
动 宰 连 切 向 加 速度 zw =a xpa。 它们 的 方向 如 图 所 示 , 考 虑 到 式 (1) 与 {4)， 
尼 们 的 模 分 别 为 
Qa = wipia 二 Sin pfh,aa = gp = akilsin oI (8) 
根据 式 (2.35 一 9), 上 述 5 个 加 速度 矢量 在 点 A 有 图 示 的 矢量 几何 。 由 图 可 
得 省 下 关系 : 


Gi 十 Ha = Qacos Ff 二 deos PIs do 一 us = ansin Pp1 = Qsin pl (9) 
和 将 式 (8) 代 人 式 (9) 第 一 式 可 得 点 A 的 相对 滑 移 加 速度 为 
dn = 人 cos PL 一 sin glh = {4a 一 3 Av ih 8 (10) 
将 式 (7) 与 (8) 代 人 式 (9) 第 二 式 可 得 此 瞬时 近 杆 的 转动 的 角 加 速度 
a = (ah + v'sin28g si ph = 3(2ah + yw ) 8h (11) 


廊 后 者 卡 点 PP 的 绝对 加 速度 。 与 点 A 不 同 ,其 方向 与 大 小 均 未 知 ”在 套 

向 Bi( 即 动 基 E ) 上 考察 点 忆 的 加 速度 。 由 于 点 A 与 点 PP 在 同一 个 刚体 体 上 ， 
在 动 基 全 中 筷 的 相对 运动 为 沿 动 基 全 的 基 矢 量 去 滑 移 。 相 对 加 速度 ap = 
aac 由 式 4t0) ,其 异 为 

ap = a% ~ acos gi -sin pifh (12) 
尽 卫 的 科 氏 加 速度 为 &=256) X35。 由 于 高 = 吉 , 故 25=a5 ,考虑 到 式 (7)， 
其 措 有 

ap = a% = 2 cos pusinz wilho (13) 
态 卫 的 转动 率 连 法 向 加 速度 &, = X (6 x Pip1i 林 转动 牵连 切 向 加 速度 &, = 
QlX Pip。 考虑 到 式 (1),(4) 与 (11) ,它们 的 模 分 别 为 
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tl 一 ew) Op = wsin oj dsp = Qin 二 (ah - 0 sit 2 )sin gth 
(14) 
根据 式 (2.5 一 9), 上 述 5 个 加 达 度 舌 量 在 点 PP 有 有 图 未 的 矢量 几何 ,由 图 可 
得 如 下 关系 
dp tas = aap, ap -ab = apsin | 
将 式 (12) 一 014) 代 人 ,经 整理 有 
如 CO5 ¥1 = 人 peos HO, Aaan 的 = apsin 全 
由 此 可 得 成 P 在 该 赂 时 的 加 速度 a = 2,8= gi 二 m3, 即 点 PP 的 绝对 速度 
天 量 水 平 癌 无 : 
2.5.2 动 总 运动 学 的 解析 关系 式 
考虑 到 动 总 在 动 基 与 定 基 上 的 矢 径 问 的 关系 式 六 = 上 + 页 ,它们 在 定 基 下 
的 坐标 式 为 
Frp = r+ Ap (2.5 一 10) 
注意 全 (2.5 -10) 二 (2.4 一 25) 人 在 形式 上 一 狂 , 故 式 (2.5 一 10) 的 展开 式 与 式 {2.4 
一 25 在 形式 上 一 致 , 即 


『 


(ri | EE | 
一 | 


、 a Ld 
COS 如 No rp: 


(2.$— 10°) 


\YPp) 人 多 ‘SN g COS tm j [ye 
应 注意 , 式 (2.5 一 10) 与 (2.4 一 25) 的 区 别 是 式 (2, 5 一 10) 中 矢 径 吉 在 动 基 下 的 
坐标 阵 pn= 《xp yp) 是 时 蛮 的 、 
将 上 式 对 时 间 求 导 ,考虑 到 式 (1.4 一 11), 有 


rp = App+r + Aps = Apr tr + IApow (2.5— 11) 
其 展开 式 为 
‘re, cosp — singl'xr,) 加 [一 Sinpp — cosg@! [cp]. 
| wo) | 
dP Sn 纺 QOS 的 ， 3 Ly eosg — ng) \yr 


(2.4—11) 
将 式 {2.5- 11) 与 式 (2.4 一 27) 对 照 ,考虑 到 式 (2.4 -12), 等 式 右边 后 两 项 为 动 
六 也 的 窗 连 点 的 牵连 速度 区 在 基 训 坐标 隆 w , 令 相对 速度 矢量 六 在 基 训 与 
基 语 上 的 坐标 阵 分 别 为 
站 (2,5 — 12) 
式 (2.5 一 11) 可 简写 为 
Vp Ui os (2.5 — 13) 
将 式 (2.5 一 11) 对 时 间 阔 导 , 考 虑 到 式 {1.4 一 4141), 有 
re 一 App + 21Apsp + 7 + TAprp — Apiy’ (2.5 — 14) 
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一 aa 一 一 


其 展开 起 为 
Tp cosm 一 Sn 区 | | 全 - sing — owel|[x r 
. ,+2 + | 十 
Mp Sm 多 CDS FE lyp) | eosg -SNe 人， 
。 了 六 全 ， ” 
一 音 Ons | | 之 | Oon 将 -sng||*r 。 - 
| - | (2.5— 14") 
ey — nol ly, Sn 弦 OOS 1 “Yp 


将 式 (2.5 一 14) 对 脱 式 (2.4~ 30), 者 虑 到 式 (2.4 一 20), 式 (2.5 一 14) 右 边 塘 请 二 
项 为 尝 连 点 的 过 连 加 速度 矢量 不 在 基站 坐标 阵 a ,又 令 第 四 项 的 科 氏 可 速度 
Es 住 基 6" 的 坐标 阵 为 


a 一 245 {2.5—15) 
相对 加 速度 矢量 zx 六 大 闻 与 基站 上 的 举 标 阵 分 别 为 
a = pp, ap = Ap, (2.5— 16) 
故 式 (2.5- 33) 可 简写 为 
dp = gh + as+ dp (2.5— 17) 


[ 例 2,5~3] 利用 解析 方法 求解 例 2.5- 1。 
解 : 首先 令 曲 柄 为 B , 摇 杆 为 坊 。 如 例 2.5 一 1 网 所 示 过 O 作 马 的 连 体 
基站 ,过 0O,; 作 了 肥 的 连 体 基 全 与 公共 参考 基 6&。 在 图 所 杰 有 瞬时 ,考虑 到 例 2.5 
-1 的 式 (2),8Bi 与 也 的 位 形 坐 标 分 别 为 
to) =00 0 wo)) 


(CD 
= (za 0 0 wi3)'| 
两 动 基 的 位 形 速度 与 加 吉利 分 别 帮 
q 一 一 【2 3 9 二 i 0 2 (2) 
1 = (ra yy gps) = (0 0 w,) | 
2 3 
g1 一 (33 2 pa | = 0 0 az) | 


其 中 套 简 在 此 本 时 的 第 速度 &, 与 角 加 速度 a; 是 待定 的 。 

位 虑 曲柄 Bi( 连 体 某 已 ) ,刚体 上 定点 和 A 在 连 体 基 的 坐标 阵 交 = (1， 0)1. 
由 式 (2.4 一 31) 可 得 到 点 A 人 的 党 标 隆 为 
| _ 下 — cos x |” | 2 (4) 
了 4 cos XC an -a 

芍 碟 摇 杆 Bt{ 连 体 基 会 )。 对 于 基 已, 点 A 为 动 点 ,由 例 2 5 的 式 (2)， 
企图 示 朋 时 点 A 在 该 基 上 的 举 标 阵 记 = (2licos g， 0)! = (Y31， 0) 。 相 对 
速度 ia 如 图 所 示 ,在 连 体 基 的 坐标 阵 为 wd= (ws 0)'。 将 上 述 数 据 代 入 式 


| 
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(2.5 一 11 ), 考 虚 到 式 (2), 有 
网 cosr/3 一 sinrj3 | | 的 站 [一 sinrv/3 ~ cos /3 Wa 
a) 


1 
| 
0 cosfx — sin 3 


sin nA/ cos 了 | 0 
与 式 (4) 比 较 , 有 
(1112 辐 全 | [a 
A + 431 os 一 1 (5) 
W322l * | 1 312 ) 
这 是 有 两 个 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 ,其 标准 形式 为 
2 30/2] [0 ~ 112 
lel 
W312 所] lw v312 | 


可 以 用 解 线 性 代数 方程 的 数值 方法 解 式 (5 )。 这 里 采用 另 一 种 方法 ,对 式 (5) 作 
消 元 处 理 ， 用 行 阵 4y32 -12) 乘 式 (5) 的 两 过 ,消去 变量 wv ,可 解 得 mw， = 
wj2。 代 大 式 (5) 可 得 到 轨 =oP/2。 与 例 2.35 一 1 的 式 (4) - 敏 ， 
在 曲柄 Bl( 连 体 基 让) 上 考察 点 A 的 加 速度 ..， 考虑 到 式 (3), 由 式 (2.4 一 
30 ) 可 得 到 点 4 绝对 加 速度 as 在 公共 基 的 坐标 阵 为 
网 mip — sain nd 的 2 Wa (6) 
ya snr6 eon lo ly2 J 
在 揪 杆 防 { 动 基 人) 上 考察 点 A 的 加 速度 。 对 于 基 如 ,点 A 为 动 点 ,点 及 
相对 运动 为 沿 O,B( 基 矢量 工 ) 的 滑 移 ,相对 加 速度 z% 如 图 所 示 在 连 体 基 的 党 
标 阵 为 ga = (aa 0) 。 将 上 述 数据 代入 式 (2.5- 14) ,考虑 到 式 (3) ,有 
网 {ers A/3 -sin x3| {aa | 一 sm3 -csr3| 的 
Sin A cos a/3| | 0 | ean3 -snr3il 0 1 
Wik cog n/3) | Mik - sinr/3 1 W334 
8 TK/ _ sin /3 0 Sn nr/ end LL 0 |) 
将 式 (6) 与 例 2.5 一 1 的 式 (4) 代 人 ,经 整理 得 到 如 下 代数 方程 组 : 
(2 1， 人 31172 v3/8! , , 
3 rt | 风 je 
用 行 阵 (wy312 ”一 1/2) 先 式 (7) 的 两 边 , 消 去 变量 a5 ,可 解 得 e, =0。 代 人 式 (7) 
可 得 到 a = 一 y341wi!4。 结 果 与 例 2.5 一 1 的 一 致 。 


(7) 


[ 例 2.5~4] 利用 解析 方法 求解 例 2.5 一 2, 
解 : 首先 令 套 简 为 马 , 杆 CD 为 马 。 如 图 所 示 过 0O, 作 BB 的 连 体 基 训 与 
公共 参考 基 让 ,过 OO, 作 及 的 连 体 基 疡 。 在 例 2.5~2 图 所 示 了 瞬时 ,Bi 与 已 的 
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一 一 
一 


位 形 坐 标 分 别 为 
qr= tr al PI) = 0 0 mm3) 1 (1 
于 7 二 (x 2 pi) -(—d h 0) | 
随 动 基 的 位 形 速 嵌 与 如 速度 分 别 为 
=00 oo) 
和 = 0 oo 
qi = 3 9 =0 0 a) |! 
g; = (Ts 如 pi) =t-a 0 co 
其 中 套 简 在 此 瞬时 的 角速度 w， 与 前 如 速度 w, 是 待定 的 。 
全 已 ( 连 体 基 车 ) 下 考察 点 4 的 速度 。B, 作 平 移 ,A 作为 包 的 一 个 定点 
考虑 到 式 (2), 由 式 (12.4-27 ) 有 点 A 的 绝对 速度 在 公共 基 的 坐标 阵 为 
“| =- FE | "| (4) 
Ma (2 0 1 
在 Bi 即 动 共计) 上 考察 点 由 的 速度 。 点 A 对 ] 动 基 店 为 -个 动 点 。 在 
同 示 瞬时 该 点 在 连 体 基 上 的 位 置 坐 标 为 pia = (太公 并 =(oa 0) 该 点 
相对 运动 为 沿 动 基 填 的 基 人 矢量 4! 滑 移 ， 相 对 速度 去 如 例 2.5-2 网 所 示 , 其 
在 连 体 基 的 学 标 阵 为 gf= (ra 914) =《 一 v4 人 中)! 考虑 到 例 2.5 一 2 的 式 
人 2) 三 {2), 由 式 (2.5 一 11') 有 


(2) 


(3) 


f “” 上 1 r - 1 

| I Pl — sng''— wn | 上 So 一 oOS PP1 1 hisin ?| 

| 二 | 十 | 
3 .S11 部 | CS PI 0) 1 COs PL DN Pl 0 


将 式 (4) 代 大 上 式 , 经 整理 ,得 到 有 两 个 未 知 变 蝶 的 代数 方程 组 
一 os gi | 一 四 | 1 一 了 
wt wi = 5) 
一 Sl | | | 0 
将 行 阵 ( -sin 91 cos 91) 左 乘 式 (4) 两 边 , 消 去 岂 ,可 得 到 在 图 示 瞬 时 套 简 的 
前 速度 为 


heot gl 


wl = vsin oflh = 3w/dh (6) 
将 行 阵 4eot pg， 1) 左 乘 式 (4) 黄 边 ,消去 ww ,可 得 到 在 图 示 瞬 时 点 -A{ 即 杆 AB) 
的 相对 谢 称 速度 为 
tA 一 Ucos ow) = v2 (7) 
上 两 上 采 与 例 2.5-2 中 的 成 (4) 与 (5)- - 争 。 
在 了 节 ! 连 体 基 全 ) 上 考察 点 A 的 加 速度 。B, 作 半 称 ,A 作为 外 的 一 个 定 
上 点。 考虑 到 式 (3), 由 式 (2.4 -27') 有 点 及 的 弧 对 加 速度 在 公共 其 的 坐标 阵 为 
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be | 


"| (8) 
La | 中 

在 套 简 B( 即 动 基 让 ) 上 考 赛 点 A 的 加 速度 。 点 A 对 于 动 基 可 为 一 个 动 
点 ,其 相对 运动 为 沿 套 简 的 基 冬 量 了 滑 移 。 相 对 加 速度 5 如 图 所 示 , 其 在 连 
体 基 的 坐标 阵 为 a5 = (XZ 为 ) 二 (~a4 0)7。 考 虑 到 例 2.5- 2 的 式 (2) 与 
{3), 由 式 (2.5~14 ) 有 


.. _. rr 四 | 
Ta _ ~ I Sh 名: | | 2 Sn 多 1 人 | Un w+ 
a sn 的 | CDs Pl 0 | cosgw: ~5ngell 0 
一 Sh | en ne 本 | Wd 2 
al 一 Cu 
CS PL 一 Sn tl | Sin 印 | CS op 0 J 
将 式 46)7 和 (7 代入 上 式 ,经 整理 ,得 到 有 两 个 未 知 变量 的 代数 方程 组 
一 ees 印 一 天 一 如 ~ sin 
| . a | | =| 上 ?wo 
一 Sn 1 (eot 中， 0 | eos Bi 
CS 
| 交加 多 ) {9) 
sin 妨 ]1 


将 行 阵 ( 一 sin gl ceos 9 ) 左 乘 式 (8) 两 边 , 消 去 aa ,可 得 到 在 图 示 艇 时 套 简 的 
角 加 速度 
al = (ah + vsin 2 601 si wih = 3{29nh + v3 BA’ (10) 
将 行 阵 (cot pg， 1) 左 乘 式 (8) 两 边 , 消 去 oa, ,可 得 到 在 图 示 瞬 时 点 A{ 即 杆 AB) 
的 相对 滑 移 加 速度 
an = Qcos pr — vsin pfh = (4a -373 用) 下 (11) 
上 两 结果 与 例 2.5 ~2 中 的 式 (10) 与 (11) 一 致 . 
在 B{ 即 动 基 & ) 上 考察 点 PP 的 速度 。 点 P 对 于 动 基 名 为 一 个 动 点 。 在 
贸 示 瞬时 该 点 在 连 体 基 上 的 位 置 从 标 为 pyp 二 (站 冰 ) = (pls 0) 。 由 于 点 
人 入 与 扎 忆 在 同一 个 刚体 上 ,在 动 基 上 中 它 的 相对 运动 为 沿 动 基 所 的 基 矢 量 ! 
滑 移 。 相 对 速度 5 = 4%。 考虑 刘 式 (2), 由 式 {2.5 一 11 7) 有 点 王 的 绝对 速度 新 
在 会 共 基 的 坐标 阵 


[ze _ (ees pl 一 Sin og, = va 一 sin fp | 
Lp LSIn gi cos pl | 0 eos py 一 Sn 几 ! 0 1 
_ [eos 9 wt | 
i— sin ®) CDS pj 


其 中 ,wi 与 ml 分 别 见 式 (6) 与 (7)。 点 了 的 绝对 速度 去 的 模 为 
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vp = rp ty = oN + {pp ) 
最 后 考虑 点 PP 的 绝对 加 速度 。 由 于 点 六 与 点 PP 在 同 -- 个 刚 钵 上 ,在 动 基 
6 中 它 的 相对 运动 为 滑动 基 扩 的 基 汞 量 7Z! 洲 称 . 才 虑 到 式 (3), 由 式 (2.5 一 
14 ) 有 


cos@ -sing|[—a', 


| -sing — cosgpl[— vs 
一 十 2 | 1 十 
yp SI 纺 ) cos Bi 1 站 COs 一 Sn 0 
{~ sin gl 一 cos 0 ~ ‘COS P11 — sing 四 
， Rl C1 
oos P| ~ sin | 0 [sin 的 | CDS Pl 0 


考虑 到 式 (6),(7),(10) 与 (11), 由 此 忒 可 得 zp 二 一 a ,ys =0, 即 点 了 的 绝对 速 
度 和 天 量 水 平 向 左 。 与 例 2.5 一 2 的 结果 一 致 。 

由 以 上 两 例 可 知 ,刚体 上 动 点 的 速 典 解析 关系 式 (2,5 一 11 ) 建 立 了 该 点 的 
绝对 速度 ,关于 动 基 的 相对 速度 , 动 基 的 基点 速度 姿态 坐标 与 角速度 8 个 标量 
的 关系 。2 个 代数 方程 只 能 解决 其 中 的 2 个 未 知 基 .刚体 定点 的 加 速度 和 解析 
关系 式 (2.5 一 14 ) 建 立 了 该 点 的 绝对 加 速度 、 关 于 动 基 的 相对 加 速度 .相对 未 
虚 , 动 基 的 基点 加 速度 ,位 形 坐 标 .角速度 与 角 加 速度 11 个 标量 的 关系 。2 个 代 
数 方程 也 只 能 解决 其 中 的 2 个 未 知 量 。 在 已 知 动 基 的 位 形 坐 标 , 角 速度 与 角 加 
速度 的 条 件 下 避 以 得 到 动 点 的 绝对 速度 ,如 速度 与 相对 动 基 的 速度 .加 速度 的 关 
系 。 由 于 在 两 个 解析 关系 式 中 均 包 含 动 基 的 位 形 坐 标 、 角 速度 与 角 加 速度 的 信 
息 , 如 图 2 一 18 所 示 , 如 果 有 两 个 动 基 与 一 个 公共 基 , 根据 动 点 在 公共 基 上 的 名 
对 位 置 . 速 度 与 加 速度 是 唯一 的 原理 ,利用 上 述 的 解析 关系 式 ,可 以 得 到 两 个 动 
基 运 动 午间 的 类 系 。 因 此 动 点 的 速度 与 加 速度 的 矩阵 关系 式 是 刚体 系 运 动 学 的 
上 时 解析 分 析 方 法 的 基础 当然 ,这 种 分 析 过 程 应 该 遵循 先 位 形 分 析 ,再 速度 分 
析 ,最 后 加 速度 分 析 的 原则 ， 


习题 


2-1 斌 确 乍 图 未 机 构 中 每 个 构件 的 位 形 和 它们 关于 公共 基 前 方向 祭 营 阵 。 
(1) 四 连 村 机构, 其 中 AB 为 曲柄 ,BC 为 连 杆 ,CD 为 择 杆 . 
(2) 曲柄 摇 村 机构, 其 中 DA 为 曲柄 ,OA 为 播 丁 ,上 A 为 滑 块 。 
(3) 叫 范 插 杆 机 构 ,其 中 口 为 偏心 轮 , AB 为 挺 杆 。 
(4) 套 简 滑 杆 机 构 , 其 中 AB 为 滑 杆 , BC 为 扬 杆 ,为 套 简 。 
(5) 凸轮 挺 盾 机 构 , 其 中 口 为 凸轮 ,4 为 插 杆 ， 
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TT 


是 2 一 1 的 


题 2- 1(3) 图 题 2 一 1(4) 图 


是 2 1(51 图 


2-2 阁 示 长 为 0.2m 的 息 杆 , 一端 沿 水 平 线 运动 ,方向 如 图 未 一 妆 沿 铅 王 线 运动 ,分 别 
在 其 端 部 A 和 杆 件 中 点 己 ,以 及 企 其 问 部 4 和 睛 分 缸 建 立 两 个 连 体 基 ， 斌 求 两 个 连 体 基 让 
形 坐 标 之 间 的 关系 。 


题 2-3 图 


题 >-2 图 


2z-3 相连 村 机构 中 AB=BC=5,CD-2b, AD = 226, 曲柄 CD 重音 于 .4D 延长 


线 : 在 连 杆 端点 及 和 中 点 玉 , 以 及 端点 B 和 庙 点 人 
建立 其 个 连 体 基 , 求 两 个 连 体 基 位 形 坐 标 之 间 的 关 

2 一 4 阁 示 一 对 内 接 交 轮 , 具 轮 B 与 机 座 固 
结 ,齿轮 所 由 连 杆 Bs 带动 在 贞 轮 访 上 滚动 , 已 季 
连 杆 丈 相对 宙 座 ! 此 元 Bi } 的 骨 速 度 为 ,齿轮 三 
与 齿轮 成 的 节 圆 半 答 分 别 为 RR 与 及 ,， 试 求 内 辊 
BB 骨 对 于 连 杆 B 的 衣 速 度 。 

2-5 试 分 别 用 配 时 矢量 分 析 方 法 和 姐 时 解 
析 分 析 方 法 解 以 下 习题， 四 “4 图 

(1) 杆 4B 长 2m, 其 一 端 4 沿 地 而 , 另 一 端 B 沿 射 曾 运动 如 图 示 , 设 A 点 作 义 速 运 动 
4 三 2 mjs, 炒 当 8=30° 时 ,BB 点 的 速度 与 杆 的 角速度 ;B 点 的 加 速度 与 杆 的 前 加 速度 

{2) 图 未 一 翌 接 四 连 杆 机 构 在 某 一 租 时 的 位 置 , 设 4B 作 勾 角速度 转动 一 4 radis, 上 未 
BC 杆 与 CD 村 的 角 速 误 和 骨 可 速度 , 

(3) 图 示 一 机 构 在 某 瞬 时 的 位 置 ,已 知 AB= C=OBB=20O4A 一 ,OA 以 角速度 。 畦 
动 , 求 此 瞬时 己 点 的 速度 和 加 速度 . 

(4) 图 示 机 构 中 ,已 知 4B 相对 村 C4 的 角速度 为 w, = dradjs, 相对 角 加 速度 为 中 求 此 肯 
时 OA 丁 的 角速度 和 角 加 速度 ， 

(5) 图 示 机 构 中 ,AB=0.5m,04=] man 7 Tadisaay 一 0, 求 当 间 = 60"H, 1" 杆 在 
蛙 消 中 运动 的 速度 与 加 人 速度， 

(6) 图 示 机 构 中 4B = (了 =EF= x, 设 在 图 示 和 位 置 时 9= 45 ,EF 村 的 角速度 为 四， 
角 加 速度 为 0, 求 此 时 AB 杆 的 角速度 与 角 加 速度 。 
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古 2 一 5t2} 图 


髓 2 一 543) 图 租 2 一 5(4) 图 


习题 05 
2-6 正方 形 板 ABCD 与 村 QA ,OC 贸 接 如 图 示 。 设 在 图 示 位 置 ma 二 外 ,aon 一 由 成 
找 出 板 的 速度 退 心 并 求 速 麻 瞬 心 的 加 速度 、 
2-7 长 ! 的 两 杆 4c 与 BC 镑 接 后 ,其 两 端 和 A 与 B 分 萌 沿 两 直线 运动 如 图 示 。 浴 vw 
一 号 ,Vp 三 2d 求治 ACB 成 平行 四 边 形 时 (点 的 加 速度 ， 
2 一 村 aB 攻 在 -半径 为 > 的 半圆 楼 内 ,其 一 铀 和 以 匀速 省 运动 如 图 示 , 求 AB 柱 上 
蕊 半圆 机 相 接 般 的 一 点 已 的 速度 与 加 建 度 { 以 8 表示 ). 


2-9 图 示 一 仿 心 图 盘 凸 轮机 构 在 某 瞬 时 的 位 置 。 设 凸 论 以 名 前 巡 度 w 转动 . 求 此 时 
AB 杆 的 速度 与 加 速度 。 


题 2 .8 图 题 2 -9 图 
2 一 10 仿 心 圆 轮 在 几 示 位 置 时 的 骨 束 度 w=4 radis, 角 加 速度 a =2 radis ,减速 转 寺 图 
七 的 半径 >=0.2m, 偏心 臣 CC 一 0.1 m, 求 导 板 A5 的 速度 与 加 速度 ， 
2-11 半径 为 x 的 两 咽 相 交 , 如 图 示 。 今 贸 "国定 ,三 口 绕 其 圆周 上 一 点 4 以 名 角 速 
名 转动 , 求 当 访 , 口 和 OO' 位 于 同一 直线 上 时 两 关 交 点 上 小 环 P 的 速度 与 加 速度 。 


题 2-10 图 本 2 图 


第 3 章 刚体 系 运动 学 及 其 计算 机 
精 助 分 析 


第 2 章 介绍 了 刚体 的 位 形 描述 、 点 的 运动 学 刚体 与 刚体 系 运动 学 瞬时 分 析 
的 矢量 方法 与 解析 订 法 。 本 章 将 介绍 刚体 系 运动 学 分 析 的 一 般 方法 及 其 计算 机 
铺 助 邹 析 基 础 ,重点 介绍 刚体 系 各 刚体 的 位 形 , 位 形 改变 的 速度 与 加 速度 等 随时 
辐 秋 化 过 程 分 析 的 基本 不 理 与 方法 。 

最 后 ,本章 还 将 介绍 机 械 系 统 运 动 学 计算 机 辅助 分 析 的 过 程 。 包 括 工 程 对 
象 的 刚体 系 运动 学 模型 的 建立 .系统 参数 的 定义 与 利用 分 析 软 件 处理 运 动 学 问 
题 。 本 书 所 附 的 软件 4 理论 力学 问题 求解 器 》 为 读者 提供 实践 的 机 会 。 


3.1 刚体 系 位 形 的 描述 ”约束 方程 


自 先 以 如 图 3- 所 示 的 平面 三 杆 系 统 为 例 介 绍 刚 体系 的 位 形 描述 的 问题 . 

对 于 AN 个 刚体 作 平 向 运动 的 刚体 系 ， 
自 先 在 系统 的 运动 平面 上 定义 -: 公 共 的 参 
考 基 , 记 为 6= (x 3) 。 储 刚体 BB,(i= 
1 ,NI 上 取 叶 一 点 C;( 如 质心 ) 为 基点 
建立 :- 连 体 基 所 =( 安 六 将 该 基点 
外 允 于 公共 基 的 泽 标 记 为 (2, ,wy ), 连 体 基 
的 基 舌 量 莹 与 公共 基 的 基 兴 量 式 正 向 的 
磷 莉 记 为 中 ( 忆 几 3- 4。 它们 将 确定 了 
刚体 B, 的 位 形 。 这 些 套 数 构 成 描述 刚体 
BB, 的 位 形 华 标 , 记 为 如 下 坐标 列 阵 : 


图 3 一 | 笛 卡 尔 坐 标 岳 述 刚体 系 位 形 


和 (3.1—1) 
这 NN 个 到 阵 组 集 , 构 成 了 措 述 该 刚体 系 位 形 的 坐标 别 阵 
qg= (9 * gx) (3.1- 2) 


四 网 .该 坐标 阵 坐 标 个 数 为 nn 二 3N。 对 于 图 3 一 1 所 示 系 统 , 位 形 坐 标 阵 有 9 个 
华 标 构成 , 即 
2 = (gi 2 q3) = (x 1 FT 2 Ps i gp3) 
{3.1 — 3) 
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对 于 上 还 半 面 三 杆 系 统 也 可 按 旭 下 的 方式 描述 其 位 形 。 

首先 如 图 3 -2 所 示 建 立 各 刚体 的 连 体 基 。 刚 体 孔 连 体 基 人 的 基点 取 在 
转动 锐 的 贸 点 处 ,其 在 基 上 二 上 的 坐标 阵 为 
零 阵 , 刚 体 BB 的 位 形 可 由 角 @ 确定 。 刚 
体 BB 连 体 基 全 的 基点 取 在 与 B 的 转动 
饺 的 镜 点 处 ,其 在 生 的 坐标 阵 汶 (07 
(其 中 为 BB 的 村 长 )。 可 有 网 该 基点 的 坐 
标 阵 为 常 值 阵 ,刚体 B 相对 于 也 的 位 形 
9 由 骨 2 确定 ,该 利 为 巧 的 基 矢 量 产 相 
对 于 也 的 基 矢 量 * 的 灾 和 朋 ， 类 做 地 ,刚体 
Bs 连 体 基 的 基点 取 在 与 BB, 的 转动 贸 的 匀 点 处 ,其 在 它 的 坐标 阵 为 (f， 0)7 
(其 中 为 马 的 杆 长 )。 定 义 取 的 基 僚 量 2 相对 于 B, 的 基 基 量 说 的 夹 角 为 
83, 由 于 该 基点 的 坐标 阵 为 常 值 阵 ,网 体 B; 相对 于 B, 的 位 形 可 由 角 w; 确定 : 
显然 ,刚体 系 的 位 形 完全 由 如 下 位 形 学 标 阵 确 定 : 

和 《3 (3.1 - 41 

这 两 种 摘 述 又 统 位 形 坐 标的 主要 区 别 为 前 者 所 有 刚体 的 位 形 均 相对 于 公共 基 
定义 ,后 者 各 刚体 的 位 形 是 分 别 相 对 于 不 同 参 考 基 进行 定义 。 为 了 区 分 , 现 将 前 老 
定义 的 位 形 坐 标 称 为 刚体 系 的 简 卡 人 尔 {Descartes) 位 形 上 坐标 阵 ;后 者 称 为 刚体 系 的 
拉 格 朗 日 (J.L. Lagrange) 位 形 上 坐标 阵 。 读 者 不 难看 出 ,对 于 任意 一 个 刚体 系 ,利用 
币 十 尔 位 形 华 标 描 述 位 形 比 较 规范 ,只 要 定义 好 公共 基 与 连 体 基 , 举 标 阵 公 式 (3.1 
一 2) 的 定义 是 统 -- 的 。 如 果 用 拉 格 朗 日 坐标 定义 刚体 系 的 位 形 , 同 一 个 系统 则 轩 
入 而 家 可 能 有 多 种 可 能 性 . 

图 3-3 为 恬 一 种 定义 三 丁 系统 位 形 的 方法 。 各 刚体 连 体 基 的 基点 在 匀 占 
上 ,各 团体 的 方位 角 是 相对 于 公共 基 的 。 
由 于 各 菇 的 基点 在 对 应 的 连 体 基干 的 从 
标 阵 为 常 值 阵 ,坐标 阵 
gq={¢ ga ¢3) (3.1- 5) 
同样 可 描述 系统 的 位 形 ， 式 (3.1 一 引 也 
可 看 作 一 种 币 卡 尔 坐 奈 。 它 是 - - 般 稍 卡 
尔 华 标 公式 (3. 1 一 3) 的 特殊 情况 . 严格 
地 讲 , 这 是 两 类 坐标 混合 的 撒 述 方法 。 坐 


图 3=-3 了 3 另 - -种 篆 卡尔 坐标 描述 出 体系 位 形 
人 和 宗 阵 公式 (3.1 5) 的 定义 也 带 有 -此 人 
为 参与 的 因素 。 


由 于 系统 中 某 些 刚体 问 存在 贸 ( 或 运动 副 ) ,它们 限制 了 刚体 的 运动 。 这 样 ， 


图 3->2 拉 插 朗 日 坐标 描述 刚体 系 位 肛 
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ma ae -一 一 -一 


其 铵 的 邻接 刚体 中 ,一 个 刚体 的 运 吉 将 部 分 地 棕 制 了 了 另 一 刚体 的 运动 。 即 酝 一 
般 情 况 下 ,描述 系统 位 形 的 坐标 并 不 完全 独立 ,在 运动 过 程 中 ,它们 之 癌 存 在 菏 
些 关系 。 这 些 关系 的 解析 表达 式 称 为 约束 方程 。 
虽然 描述 刚体 系 的 倍 红 坐 标 选 取 方 法 多 种 多 样 ,但 是 描述 某 刚体 系 位 形 的 
最 小 坐标 数 是 椒 变 的 。 这 个 不 变数 为 该 系统 的 自由 度数 (简称 自由 度 ), 记 为 6。 
对 于 图 3 一 3 所 未 三 杆 系统 定义 的 3 个 华 标 (oi ,6;,w;) 相 互 不 独立 ,存在 如 下 2 
个 代数 约 来 方程 : 
多 ee (3.1-6) 
sm oo + bmn pa + lSin ga ~ d= 0 | 
当 gq 给 定 , 由 此 方程 组 叮 解 出 gs 与 gj。 坐标 gi 将 完全 确定 了 系统 的 位 形 。 
该 系统 的 日 由 度 为 1。 
任意 的 一 个 刚体 系 如 果 自 由 度 为 3, 则 该 系统 只 需 $ 个 坐标 即 完 全 能 描述 
该 系统 的 位 形 。 这 6 个 坐标 称 为 该 系统 的 独立 坐标 或 广 尽 坐标 ,它们 梅 成 该 系 
统 的 -独立 释 标 阵 或 广 尽 坐标 阵 , 记 为 w。 其 余 的 坐标 愧 成 的 坐标 阵 称 为 非 独 
了 坐标 阵 , 记 为 n， 对 于 上 述 图 3 一 3 所 示 的 系统 ,mw= (pa=(gp 9y)!。 经 
对 坐标 次 序 的 排列 ,坐标 阵 总 可 表达 为 


q=(u wy) (3.1 一 了 ) 
系统 约束 方程 组 一 般 可 表达 为 
簿 全 
战 显 含 时 间 ， 
中 | 
DO— 人 Blgq,i}=0 (3.1—9) 
式 中 ， 
DBD= (8 (3.1— 10) 


5 为 约束 方程 的 个 数 。 这 种 只 舍 坐 标 与 时 间 的 约束 方程 描述 的 约束 称 为 完整 约 
束 。 对 于 图 3 一 3 的 系统 ,s =2, 有 
Dl = 和 cos py 二 facos pi + fcns wy ~ dl1=0 
,= sngtisn g++ isings -d=0 3.1- 1) 
然而 ,有 些 约 来 的 约束 方程 可 能 还 与 坐标 的 阶 导 数 有 美 ， 
p= By,g,t:)=0 
当 这 些 约 东方 程 不 可 积 时 ,这 种 约束 称 为 非 完 整 约束 。 不 显 合 时 间 的 约束 方 各 
相应 的 约束 称 为 定常 约束 ,反之 称 为 非 定 常 约束 。 有 时 约束 方程 为 一 不 等 式 方程 ， 
这 种 约束 称 为 单 伍 约束 , 故 通常 约束 方 程 为 -等 式 的 约束 为 双 侧 约束 。 工 程 中 大 
多 数 运 动 副 均 为 完整 约束 ,如 不 特别 指出 ,本 书 所 提 的 约束 均 指 完整 约束 。 
对 于 只 合 完 整 约 来 的 刚体 系 , 系 统 的 自由 度数 等 十 系统 的 坐标 数 减 去 系统 
独立 的 约束 方程 的 个 数 ,如果 上 述 的 * 个 约束 方程 相互 独立 ,系统 的 坐标 数 为 
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好 ,部 行 
二 一 5 (3.1C— 12) 
例如 图 3 一 3 所 示 的 系统 ,系统 的 坐标 数 为 x =3, 系统 的 目 由 度数 5=3 一 2=1， 
如 式 (3.1 一 6 可见, 约束 方程 通常 为 系统 坐标 的 非 线 性 代数 方程 。 将 式 
(3.1 一 9) 对 时 间 求 导 有 


,df  ， 
D—Po+ 人 = 人 0 (3.1— 13) 
或 改写 为 
Dy =- (3.1 - 13”) 
式 中 ,中 
fa3@, OP,Y _ o 
B= | 学 | 已 镀 (3.1— 14) 
而 
(30 .99 
dg a, 
DD = | : : ENR" (3.1 ~ 15) 
a oF. 
L991 dg 


称 为 约束 万 程 (3.1 一 9) 的 雅 可 比 和 矩阵 或 简称 约束 方程 的 雅 可 比 (C.G.J. Jaco- 
bj。 它 与 奋 的 元 素 均 为 系统 坐标 与 时 间 的 函数 。 方程 (3.1 ~13) 与 {3.1- 
13 ) 称 为 系统 的 速度 约束 方程 ,它们 为 系统 位 形 坐 标 导 数 的 线性 代数 方程 组 。 
对 于 先帝 系统 , 雅 可 比 筷 阵 不 显 仿 时间 1 ,有 面 , =0, 此 时 该 代数 方程 组 为 齐 次 
方程 。 

对 于 图 3 一 3 的 系统 ,出 约束 方程 (3.1 一 6) 的 左 函 数 (3.111), 根 据 式 {3.1 
-15) 有 系统 约束 方程 的 雅 可 比 算 阵 为 


— tsng -ising: ~ isin wg 
格 ticos PI 人 oos py lcos gs 
将 式 (3.1 一 13) 对 时 间 求 性 ,可 表示 为 
Dp- y=-0 (3.1 - 16) 
战 改写 为 
$4 = 7 (3.1 — 16°) 


式 (3.1 一 16) 与 (3,1 一 16 ) 中 ,考虑 到 加 ,, 二 下, 有 


和 于 空间 , 企 这 里 表示 沪 镶 阵 为 zm x 挤 . 
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yD ZPD EN (3.1 -17) 
其 元 率 为 系统 坐标 上 及 其 导数 和 时 间 的 函数 。 间 程 (3.1 一 16) 与 {3.1 一 16 ) 称 为 
系统 的 加 速度 约束 方程 ,它们 为 系统 坐标 二 阶 导数 的 线性 代数 方程 组 。 
对 于 效 3 一 3 的 系统 ,由 约束 方程 (3, 1 一 6) 的 左 函 数 式 (3.1 一 11), 考 虎 到 
时, =0, 根 据 式 (3.1 一 17) 有 加 速度 约束 方程 的 右 尔 数 为 


i i P108 pl + Ly PICO8 py + Ly ICOS 的 
7 二 29 妇 = lsin pi + Ly asin 区 + {3sin 多 

约束 方程 的 建立 通常 有 两 种 方法 。 一 种 是 总 体 方法 , 另 --- 种 为 局 部 方法 。 
下 面 以 上 述 二 杆 系 统 为 例 , 简 单 说 明 这 两 种 方法 的 特点 。 

自 先 将 系统 的 各 攀 忻 按 一 般 位 形 夯 出 示意 图 ,如 图 3 一 3 所 示 。 总 体 方法 是 
按 其 总 体 的 几何 关系 写 出 位 形 坐 标的 约束 方程 。 根据 两 盗 座 在 x 与 y 两 个 方 
向 的 相对 距离 保持 不 变 的 条 件 , 可 列 出 两 个 约束 方程 , 即 式 {3. 1 一 6)， 

局 部 方法 是 从 每 个 匀 所 关联 的 刚体 偶 对 局 部 出 发 ,根据 匀 的 性 质 建 立 邻 接 
刚体 的 坐标 间 的 约束 方程 。 现 按 一 般 的 第 卡尔 坐标 公式 {3.1 一 3) 描 述 半 面 运 动 
刚体 的 位 形 。 对 于 转动 笠 , 镜 点 在 运动 过 程 中 始终 保持 重合 。 这 样 对 于 久 A 与 
BB 有 如 下 相似 的 矢量 美 系 ( 见 图 3 一 4): y 


(7 + p24) — (FI + 61a) = 0 


(Fy + Bag) ~ (Fs + P2p) = 0 
其 中 :六 人 =1,2,3) 为 杆 日 连 体 基 基点 心 
的 矢 径 ;6 为 杆 B， 上 C 指向 匀 A 的 连 
体 天 径 ( 其 他 类 同 )。 令 产 . 与 疡 为 点 
座 C 与 DD 的 矢 径 ,对 于 匀 与 D 有 类 似 的 
矢量 美 系 图 3-4 局 部 方法 建立 约束 方程 


(ri + oie) 一 rr = 0 


rp (fy3+Bsn)=0 


上 述 每 个 矢量 式 在 公共 基 上 有 两 个 标量 坐标 式 ,它们 组 成 系统 的 约束 方程 组 , 即 


人 1 
2 一方 CDS pit 3 C08 Pp = 
和 A: | 上 | {3.1— 18a) 
|Y2 一 Fn P21 YL 3 sin Pi1 = 
f 1 3 i， 
[T3308 PT TI FOS g2 =0 
B: 3 (3.1— 18b) 
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{1 
T13008 pI = 人 0 
(: | (3,.1~ 18c) 


i 
yi Fsin ol 一 0 


di 一 3 一 党 cos 的 二 0 
D. 六 (3.1~18d) 
3 


dy 58in 9 二 0 


以 上 8 个 约束 方程 相 豆 独立 ,系统 的 坐标 个 数 n =9, 系 统 的 自由 度 为 
0 =9-8=1, 

比较 这 两 种 建立 系统 约束 方程 组 的 方法 可 知 ,局 部 方法 统一 由 锐 的 偶 对 刚 
体 出 发 ,对 于 同一 类 锐 , 约 束 方程 有 共性 。 系 统 的 约束 方程 是 各 较 的 约束 方程 的 
组 集 。 然 而 ,总 体 方 法 则 人 缺少 这 种 共性 ,方程 的 建立 更 多 的 依赖 于 读者 的 经 验 与 
分 析 问 题 的 能 力 。 对 于 较 复杂 的 系统 ,总 体 方法 往往 会 漏 列 或 多 列 约束 方程 。 
而 局 部 方法 是 一 种 程式 化 的 方法 , 故 不 会 出 现 这 种 情况 。 不 过 ,局 部 方法 得 到 的 
约束 方程 的 个 数 可 能 远大 于 总 体 方 法 得 到 的 。 综 上 所 述 ,采用 -- 般 形式 的 箔 卡 
尔 举 标 与 建立 约束 方程 的 局 部 方法 便于 计算 机 建立 刚体 系统 运动 学 关系 。 不 
过 ,局 部 方法 得 到 的 约束 方程 的 个 数 偏 大 是 它 的 缺点 。 
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刚体 系 的 运动 学 分 析 是 讨论 系统 各 刚体 的 位 形 . 速 庶 与 加 速度 间 的 关系 。 
与 上 一 章 介绍 的 运动 学 瞬时 分 析 的 失 量 方法 与 解析 方法 不 同 ,下 面 将 给 出 刚体 
系 运动 学 分 析 的 一 般 方 法 ,通过 这 种 方法 将 得 到 刚体 系 位 内 、 速 度 与 加 速度 的 时 
间 历 程 , 当 然 也 包括 某 朋 时 值 。 该 方法 的 依据 是 系统 位 置 .速度 与 加 速度 三 个 层 
次 上 的 约束 方程 (3.1 一 9),{3.1 -13) 与 (3.1- 16)， 

对 于 有 xn 个 坐标 ,s 个 独立 约束 方程 的 系统 ,自由 度 为 6。 系统 有 5 个 独立 
坐标 。 运 动 党 分析 也 就 是 在 已 知 这 5 个 坐标 ,速度 与 加 速度 的 时 间 历 程 的 情况 
下 ,找到 其 余 的 nn ~8{ 即 s) 个 坐标 ,速度 与 加 速度 的 时 间 历 程 。 

解决 此 类 运动 学 分 析 有 坐标 分 离 方法 与 附加 驱动 约束 方法 两 种 。 下 面 分 别 
予以 介绍 。 


3.2.1 坐标 分 离 方法 


对 于 有 个 坐标 ,s 个 独立 约束 方程 的 系统 ,坐标 阵 
g=(r w) Em™ 《3.2 一 1) 
式 中 有 独立 坐标 阵 wE 贫 “与 非 独立 举 标 阵 z 和 各 汪 两 部分。 约束 方程 (3.1 - 
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9) 可 改写 为 
Bu,w,r)—0 (3.2— 2)} 
由 式 (3.2 一 70), 约束 方程 (3.2 一 2) 的 雅 可 比 算 阵 可 写成 
BD = (PD, BD,) {3.2—3) 
式 中 ,中 蕊 仿 “与 吕 ,E 放 "分别 为 约束 方程 关于 非 独立 坐标 & 与 独立 学 标 阵 
# 的 侯 导 数 。 


由 遍 等 代数 的 隐 函 数 定理 了 知 ,如 果 * 个 约束 为 程 相 上 三 独立 , 当 1=t*" 与 w 
=W 时 ,更 .在 与 下 处 非 育 异 , 则 在 ww” 的 茶 邻 域内 有 唯一 解 # = 了 (w)。 

通常 , 云 43.2 一 2) 是 一 非 线 性 代数 方程 组 ,不 可 能 解 出 号 关于 ww 的 显 式 , 故 
系统 的 位 置 分 析 归 结 为 采用 选 伐 方法 对 方程 (3.2 一 2) 进 行 数值 解 。 解 非 线性 代 
数 方程 常用 的 方法 为 牛顿 (I，Newton) 一 拉 费 森 (Raphson) 方 法 (N 一 R 法 ){ 见 附录 
B.2)。 该 方法 首先 选 定 一 个 非 独 立 坐 标 & 的 近似 解 a ,作为 方程 (3.2-2) 的 适 
代 初 值 。 在 正常 的 情况 下 ,NN 一 RR 方法 将 经 过 多 次 迭代 ,逼近 精确 解 ms 

将 式 (3,2 一 3) 代 入 式 (3.1 ~13) 与 式 (3.1 一 16) ,经 整理 ,分 别 得 到 分 离 变 量 
撒 式 的 速度 约束 与 加 速度 约 虚 方程 ,有 即 

Du = Dw (3.2 ~ 4) 
与 
Du = Dwi7y (3.2 — 5) 

已 类 独立 速度 wm 侦 , 方 程 (3.2- 4} 为 待 求 非 独立 速度 如 的 线性 代数 方程 组 。 对 
于 独立 的 约束 方程 组 ,方程 (3.2-4) 的 系数 矩阵 理 , 满 铁 。 非 独立 速度 站 有 了 只 
一 解 。 同 样 , 当 独 立 加 速度 w 值 为 已 知 时 ,方程 (3.2- 53) 为 待 求 非 独 立 加 速度 
u 的 线性 代数 方程 组 。 由 式 (3.1 一 14) 与 (3.1 一 15) 知 ,@,, 听 , 和 而 与 时 间 : 
与 坐标 g 有 关 , 故 速度 分 析 前 需 先进 行 位 置 分 析 。 对 于 独立 的 约束 方程 组 , 非 独 
立 加 速度 w 有 了 暴 一 解 ， 由 式 (3.1 一 17) 知 ,Y 项 除了 与 时 间 * 与 坐标 9 有 关外 ， 
还 包含 速度 g 项 , 故 加 有 速度 分 析 前 需 先 进行 速度 分 析 。 综 上 所 述 ,速度 与 加 速 
度 分 析 归 结 为 求解 非 齐 次 线性 代数 方程 组 (3.2- 4) 与 (3,2- 5) ,为 此 可 利用 高 
斯 (Gauss) 消 去 法 ( 见 附 录 BRB,1) 求 数值 解 。 

根据 上 述 位 置 .速度 与 加 速度 的 分 离 变 量 的 关系 式 (3.2 一 2),(3.2 一 4) 与 
(3.2- 5) ,在 时 间 区 间 [z tea] 中 进行 运动 学 分 析 ,可 按 如 下 的 计算 过 程 进 行 ， 

(1) 将 时 间 区 间 [ 4 ta] 离散 ,以 步 长 有 分 为 若干 时 间 点 ,4,11, 41214， 
其 中 一 fytr1 一 t+, 十 及。 

(2) 计数 姻 7 =0, 对 于 时 间 16 ,独立 坐标 ws ,速度 和， 与 加 速度 训 , 已 知 


他 时 高 等 代数 蔬 
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心 设 定 非 独 六 坐标 起 的 迭代 初 值 司 "利用 N-R 法 ,对 于 给 定 的 选 代 精 
度 , 对 方程 (3.2 一 上 经 迁 代 得 到 时 间 i 韭 独 立 坐 标 上 & 的 值 o = (10)， 

加 将 机 ,wo 与 wo 代 人 式 (3.1 一 15) 与 (3.1 一 14) 计 算 击 ,= 加 (www, 
0 征 .0 王 古 8 Wo 用) 与 而 ,= 而 (mn 10)s。 将 它们 与 Wo 代 人 式 
(3.2- 4) ,求解 该 线性 代数 方程 ,得 到 an。 

号 将 吉 ，woyaoyn 与 i 代 人 式 (3.1 一 17) 计 算 Yo= (uy Wo uo Wo to)o 
将 它 与 而 ,，, 四 ,pm 代 人 式 (3.2 一 5) ,求解 该 线性 代数 方程 ,得 到 如。 

(3) 计数 器 := +l, 对 于 时 刻 上 ,独立 坐标 w, ,速度 w 与 加 速度 已 知 

中 设 定 非 独立 法 标 在 的 近代 初 值 2 ,通常 可 利用 上 -: 步 选 代 的 结果 作为 
此 初 值 , 即 令 am = 了 -io 然后 利用 N -及 法 ,对 于 给 定 的 选 代 精 度 , 对 方程 
{3,2 一 了 1) 经 迭代 得 到 时 刻 1, 非 独 立 坐 标 下 的 秆 起 一 w(x.)。 

加 将 4,w, 与 号 代 人 式 (3.1-1$) 与 (3.1-14) 计 算 ,= 名 (n, w, 4)， 
二 = 中, Vi 与) 特 它 们 与 Ww 代入 式 (3.2 一 
4), 求 解 该 线性 代数 方程 ,得 到 &,。 

二 将 去 :而 与 本 代 人 式 (3.1 一 17) 计 算 = WW dd Ww 
fi)。 将 它 写 硬 , ,二 , wu, 代 人 式 (3.2-5), 求 解 该 线性 代数 方程 ,得 到 冯 。 

(4) 判断 所 入 taac 如果 是 则 返回 (3), 否 则 计算 结束 。 


[ 例 3.2-1i 图 3-2 所 示 的 系统 , 令 其 参数 为 1 =0.1m,l;=0.4m,1; 一 
0.3m,d1=0.4m;d; 一 0.1 m。 杆 1 以 定 角速度 = 2r radjs 道 时 针 旋 转 , 切 始 
杆 1 的 初始 方位 gi 为 ni4 rad, 要 求 分 析 1[0,2]s 杆 2 与 杆 3 的 方位 。 

解 : 将 系统 的 参数 代 人 约束 方程 (3,1 -6), 有 

0.1cos pi + 0.4cos py + 0.300s gs ~ 0.4=01 


0.TIsm 9 +O.4sin pz 4+ 0.3sing;—0.1=0 | 各 
分 离 变量 ,w= (gl) ,w= (gi gp;) ,方程 (1), 可 改写 成 如 下 方程 : 
0. deos gs + 0.3cos gi =— 0,1ecos 0 + 0.4 | 
0.4sin &; + 1. 3sn op; = 0.lsinw,+0.1 | (2) 
约 东 方程 (1) 的 雅 可 比 眠 阵 为 
由 - | 1 一 D.d4sine —0.3sin | (3) 
UD. Leos mi .4cos ga 0 .3eos ¢3 
其 中 ， 
由 - 0U.4sin wo 一 0.3sin ?| _ | 一 0.1sin | (4) 
0, dcos ms 0, 3ees gp | 0.1eos 9， 
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加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
0. 181cos Fl + 0.4¢97cos 作 : 十 中 ,3p3 cos ps | (5) 


Y= (D4) = oe pl + 0.4p2sin ga + 0.39isin p3 | 
将 式 44) 与 (9) 代 人 式 (3.2 一 4) 与 (3.2-S) ,得 到 系统 的 速度 与 加 速度 约 东 方程 


0. |” |-- ,9 (6) 
3 
与 
Pp2 1 . 
0. |” -- wT (7) 
PP3) 


由 已 到 条 件 , 独 立 变 量 、 速 度 与 加 速度 的 时 间 历 程 分 别 为 Pi = zj4 + wt， 
P11 二 w,1 一 0。 给 定时 间 1, gl 确定 。 预 全 oo 与 gs 的 近似 值 ,由 约束 方程 
《3.2 一 7) 进 行 选 代 , 得 到 g, 与 g; 值 。 然后 ,将 gi ,gq; 与 ps 的 当前 值 代 人 式 
(3.2 一 四 ,计算 面 , 与 四.。 由 Pi 一 w 解 线性 代数 方程 (6) 得 到 gp, ,ys。 最 后 ， 
将 gi ,gs, 93 与 1 ,3 的 当前 值 代 人 式 (5), 计 算 Y。 再 由 pi =0 解 线性 代 
数 方 程 (7) 得 到 gp, ,93。 这 就 完成 该 系统 时 刻 上 的 位 置 、 速 度 与 加 速度 的 分 析 ， 


表 3.2- 1 给 出 了 不 同时 刻 的 分 析 结 果 。 
表 3.2~1 图 3-2 所 示 系 统 的 运动 学 分 析 


D200 2.042 0.742| ~1.045 日 284 — .O88 
D0.400| 3.299 0.853| ~0.667| 6.283 | 1.1355 1.344 0.000 
on ee rl 0 em | em 00 oom | 0 ee 
0. B00 5.812 一 了 .十 79 一 与 -324 
dw os) em | i | em om 


3.2.2 附加 驱动 约束 方 尘 


对 于 有 2 个 学 标 ,* 个 独立 约束 方程 的 系统 , 若 8 个 独立 坐标 wm 为 时 间 的 
已 知 阔 数 , 记 


] 


w= w(r) {3.2— 6) 
上 式 可 认为 是 对 独立 坐标 w 的 一 种 非 定 常 约束 , 称 为 驱动 约束 ,8 个 驱动 约束 
方程 记 为 
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Bg) Ew wt)=0 (3.2-7) 
为 了 有 所 区 别 , 将 原 方程 (3.1 一 9) 称 为 主 约束 方程 ,表达 式 加 上 上 标 "K”。 将 驱 
动 约 吕 方程 与 主 约束 方程 组 合 ,构成 刚体 系 的 一 组 新 的 约束 方程 组 


Dlgi)—l |=0 (3.2— 8) 


gp 
显然 , 式 (3.2 一 8) 是 含 系统 2 个 位 形 坐 标的 非 线 性 方程 组 。 该 方程 的 个 数 为 
z ,大 变量 为 时 间 1, 出 此 方程 可 解 得 系统 位 形 坐 标的 时 间 历 程 。 将 式 (3.2 一 8) 
对 时 间 求 一 阶 与 二 阶 时 数 ,得 到 相应 的 速度 与 加 速度 约束 方程 

Dg =— 外 (3.2—9) 


DI=Y (3.2 — 10) 
式 (3.2 一 9) 与 (3.2 一 10) 分 别 为 美 寺 速 度 与 加 速度 的 nx 阶 线性 代数 方程 组 。 式 


中 
PD Pr 7 
= 3.2 -11 
中 | | 0 


年, 三 党 “为 附加 驱动 约束 后 的 系统 约束 方程 (3.2- 8) 的 雅 可 比 和 矩阵, 式 中 矩阵 
站 罗 ”” ,该 矩阵 中 与 独立 坐标 对 应 列 的 元 素 为 1, 其 余 为 零 。 如 果 举 标 已 经 按 
式 (3.2- 1T) 排 列 , 甸 有 如 下 的 形式 ; 


DD, = | (3.2 — 12) 


例如 有 一 系统 ,其 坐标 阵 为 
d= lq gq gy qa) 
系统 的 独立 的 主 约束 方程 为 
J a9 二 agqd3 + dqrg4 = 0 
Lasgid2 + 65G2 + asqads + arg3 = 0 
尝 标 中 g, 与 94 为 独立 谷 标 ,它们 为 时 间 的 已 知 范 数 
/9 = 和 :sin wt 
94 = Bi cos or 
将 其 作为 附加 驱动 约束 ,由 式 {3.2 一 8) ,系统 的 约束 方程 为 
| al1g1+ead283 十 G39184 ] 
Dlg) = td tag + ood + angs _o 
Ga 一 bssinet 


I q4 一 a Coset 
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约 昌 方程 的 雅 可 比 和 矩阵 为 
ZA191 + 4304 2 dy 2 ddl 
| 4 2 8481 十 25G2 deda tar QsQ 
DPD, = 二 
I 0 1 0 0 | 
0 0 0 1 
速度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
0 1 —2a1q91 — 2439343 243Q144 
| or" 了 | 
|) lA — bye sin wt 
i bawsin wt J l — bye cos wt 
如 果 坐 标 阵 按 分 离 变 量 的 形式 公式 (3,2 一 1) 排 列 , 即 
gqg={u ww)'=(g 9 G2 qe) 
约束 方程 的 雅 可 比 短 阵 为 
2a191 + aaga 2 {2 W203 CS 人 
四 -| |- Ud: 4 Geatadar tag 十 20597 nod 
”lo 0 0 1 0 
0 0 0 1 


应 该 指出 , 式 (3.2-7) 是 驱动 约束 方程 最 简单 的 形式 。 如 果 考 虑 到 更 一 般 
的 情况 ,这 6 个 附加 的 对 动 约 束 应 为 系统 各 坐标 间 需 满足 的 8 个 时 间 的 已 知 辣 
数 , 即 驱动 约束 的 一 般 的 形式 为 


DP (g,1) = 0 (3.2 ~ 13) 
这 样 , 附 加 驱动 约束 方程 的 雅 可 比 、 速 度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 的 一 般 形式 为 
1@ 四 网 
B= 和 ==! (3.2 ~ 14) 
LP, oD, LY 
式 中 ， 
7° =— (9) 9 2009 - PD? (3.2 一 15) 


[ 例 3.2~2] 利用 附加 驱动 约束 的 方法 写 出 例 3.2- 1 系统 的 约束 方程 。 
解 : 根据 例 3.2 一 1 的 条 件 ,其 驱动 约束 方程 为 
Bown4=0 
附加 到 系统 原 约 束 方程 向 3.2 一 1 的 式 (1) 后 ,系统 的 新 的 约束 方程 为 
0. leos gt + 0.4cos &; 十 0.3cos #3 -0.4 
0. lsin g + 0.4sin gs + O03sing3 -0.1 |=0 
p -6.28! — 0.785 | 


DD = 
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约 东 方程 的 雅 可 比 和 矩阵 为 
| 一 0.1lsin go 一 0.4sin pa 一 和 .3sin gs 
名 ,一 0.1ccs pi 0. 4cos @» 0. 3eos ga 
| 1 0 0 
速度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
( 0 
全, = | {) 0.1otsin 01 十 0.4o2sin oo 十 0.3o3ysin 3 
-6.28 0 
与 笃 标 分 离 方 法 不 同 ,在 进行 位 置 .速度 与 加 速度 分 析 时 ,附加 驱动 约 上 东方 
法 是 按 如 下 的 步骤 进行 : 
(1) 将 时 间 区 间 Lio 1 jj 离散 ,以 步 长 月 分 为 若干 时 间 点 ,0,12 ，…， 
tw 其 中 二 tgstiv 二 f+hs 
(2) 计数 器 i =0, 对 于 时 间 in 。 
OD 设 定位 形 和 坐标 g 的 迭代 初 值 gi"” ,利用 NN- 尺 法 ,对 于 给 定 的 迭代 精度 ， 
对 方程 (43.2 一 8) 经 选 代 得 到 时 刻 jo 坐标 g 的 值 g = gq (6)。 
中 将 如 与 go 代入 式 (3.2 一 14), 计 算 ® = (gg 和 0) 与 
P= 名 ,(go io)。 将 它们 代入 式 (3.2- 9) ,求解 该 线性 代数 方程 ,得 到 外、 
号 将 286 go 代入 式 (3.2 一 14), 计 算 y=yY(g go。 二 )。 将 它 与 
名, 代 人 式 (3.2 一 10), 求 解 该 线性 代数 方程 ,得 到 了: 
(3) 计数 器 7 = i+1, 对 于 时 刻 
中 设 定位 形 坐 标 g 的 迭代 初 值 gq” ,通常 可 利用 上 一 步 的 值 作为 初 值 . 即 
令 g = (61)。 然 后 利用 N-R 法 ,对 于 给 定 的 选 代 精 度 ,对 方程 (3.2 - 
8 经 夫 代 得 到 时 刻 * 坐标 g 的 值 g = g(r )。 
全 将 6 与 凶 伐 人 式 (3.2-14) ,计算 更 = 宙 ( 人 人 了) 与 五 ,一重 (9 了) 
将 它们 代 人 人 式 (3.2 一 9) ,求解 该 线性 代数 方程 ,得 到 站 。 
号 将 上 ,和 与 有 代 人 式 (3.2-14) ,计算 =Y( qz), 将 它 与 画 
代入 人 式 (3.2- 10) ,求解 该 线性 代数 方程 ,得 到 9 。 
(4) 判断 志和 taas 如 时 是 刚 返 回 (3) ,否则 计算 结束 。 
比较 现 种 运动 学 分 析 方法 。 坐 标 分 离 方法 的 芍 东 方程 个 数 为 ， 方 程 的 恋 
量 为 独立 华 标 w, 参 变量 为 时 间 :。 附 机 驱动 约束 方法 的 约 东 方程 个 数 为 六 与 
系统 坐标 数 一 致 ,方程 的 变量 为 系统 的 位 形 坐 标 fr ,方程 的 参 变量 为 时 间 1。 尽 
管 附加 驱动 约束 方法 处 理 的 方程 个 数 比 分 离 变量 方法 的 多 ,但 是 从 计算 机 的 实 
现 . 计 算 的 效率 与 通用 性 的 第 度 ,后 者 还 是 比 前 者 优越 。 


0.1gp1ic0s gi +0.4¢3008 gs 十 0.383cos ps 
， 了 二 
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一 


丙种 方法 在 位 置 分 析 时 ,应 用 N 一 R 方法 解 位 置 约束 方程 均 要 求 有 较 好 的 
起 始 迁 代 值 。 在 进行 1, 时 刻 的 位 置 分 析 时 ,对 于 坐标 分 离 方 法 需要 非 独 立 坐 标 
的 迹 慌 初 值 x。 对 于 附加 驱动 约束 方法 需要 系统 位 形 坐 标的 迭代 初 值 q* 。 
事实 上 ,对 才 此 种 情况 由 驱动 约束 方程 可 得 到 此 时 刻 独立 坐标 的 准确 值 , 即 w， 
= 人 (zt)。 需 要 的 还 是 非 独立 于 标的 选 代 初 值 wi”。 考 虑 到 刻 点 二 -1 村 -1 一 
已 知 在 位 置 分 析 时 ,在 上 述 的 计算 步 
台中 均 以 x,_; 作 为 迭代 初 值 。 然 而 ,在 坐标 变化 比较 太 的 情况 ,这 样 做 并 不 理 
想 。 在 由 一 阶 泰勒 (Taylor) 展 开 式 ,中 得 到 时 刻 1, 的 位 置 的 近似 值 为 


HH, 人 WH, 十 (4 一 fH, + 3 tL1) 1 = 1 十 hu + 坟 局 训 
(3.2 — 16) 


此 值 可 用 于 起 始 选 代 值 。 如 时 时 间 的 增 量 不 大 ,机 期 可 达到 快速 收 笋 的 
目的 。 


3.2.3 元 余 约 束 


在 建立 约 东 方程 时 ,应 注意 约 昌 方程 的 元 余 问 题 . 即 防止 在 约 东 方程 组 中 
出 现 相 容 的 和 多余 的 约 东 方程 。 例 如 图 3- Sa 的 机 构 , 共 有 4 和 根 杆 件 ,6 个 转动 铵 。 
系统 的 笛 卡 尔 坐 标 数 二 =3Xx4=12， 如 果 按 局 部 方法 建立 系统 约束 方程 ,每 个 
锭 有 两 个 约束 方程 ,系统 约束 方程 数 ，=2Xx6=12, 由 式 (3.1- 12)》 ,系统 的 白 由 
度 为 零 。 这 显然 是 错误 的 。 问 题 是 这 12 个 约 东 方程 有 宛 余 ， 事 实 上 ,图 3- Sa 
的 机 构 中 有 些 约束 是 多余 的 。 如 按 图 3 一 Sb 解除 一 杆 与 两 个 锐 , 在 运动 学 上 晤 
机 构 完 全 … 致 。 对 于 此 系统 nn 一 3x3=9,s=2x4 二 8。 系 统 的 自由 度 为 1, 符 
合 实际 情况 。 


(a) Ab) 
图 3 一 5 开 余 的 刘 的 例 了 
由 于 系统 的 约束 方程 通常 是 通过 局 部 方法 组 集 得 到 , 故 约 东方 程 中 引 大 兄 


余 约 束 的 可 能 任 较 大 ,因此 在 对 实际 机 械 系 统 定义 它 的 刚体 系 模型 时 应 避免 司 
人 宛 余 约 东 、 然 而 ,对 于 比较 复杂 的 系统 。 尤 其 是 空间 机 械 系统 ,比较 难 判 断 元 
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余 约 束 的 存在 ,下 面 给 出 判断 完 余 约束 的 方法 {详细 的 讨论 见 有 关 文 献 了 ) 可 异 
助 于 计算 机 ,利用 数值 方法 加 以 判断 与 排除 。 

当 系 统 处 在 某 位 形 gq 时 ,系统 主 约束 方程 的 雅 可 比 三 。 的 秩 小 于 约束 方程 的 
个 数 *, 即 雅 可 比 @* 行 不 满 秩 ,那么 称 该 位 形 g 为 雅 可 比 垣 ,的 痛 异 点 。 当 该 位 
形 g 稍 有 变化 , 雅 可 比 Bt 将 变 为 行 满 秩 ,那么 称 该 位 形 gq 为 雅 可 比 @B* 的 孤立 奇 
措 点 ,反之 称 为 非 孤 立 奇异 点 。 如 果 某 位 形 4 为 雅 可 比 理 。 的 非 扳 立 奇异 点 ,那么 
可 断定 约束 方程 天 有 宛 余 约束 ,元 余 约 
束 的 个 数 为 约束 方程 个 数 与 多 。 秩 的 差 。 

下 面 用 此 方法 来 关 断 上 述 例 子 的 元 
余 约 束 。 为 了 讨论 方便 将 上 述 宙 构 简化 
为 如 图 3 一 6 所 示 。 它 由 三 刚体 构成 , 几 
何 尺寸 如 图 。A 与 B 各 的 连 杆 由 一 长 度 
为 1m 的 等 距 约 东 等 效 。 如 图 建立 连 体 部 
基 与 公共 基 , 系 统 的 笛 卡 尔 坐 标 为 

d= Pp ra ye pe Pp3)' 图 3-6 完 余 约束 的 判断 
由 图 不 难得 到 系统 的 主 约束 方程 为 

Ta Cos pL 0. Seos pp» 
y2 — SN wi 0. Tsin 人 迪 。 


"(9g)= Xa 一 pos 3 —0.5 =0 
3a2 一 Sin $a 
(x2 +0, Scos 9 一 1 六 二 《7 +0.,5sin | 
约束 方程 的 雅 可 比 徐 阵 为 
Sin Fl ] U 0. Syin ga 0 
-cos 多 0 1 -0.5cos go 0 
dx - 0 1 0 0 sin fy 
0 0 上 一 Cs pa 


一 sin gatr2 十 站 .Sons go 一 拉 ~ 0 | 
cos pa yz + OD. Ssin pa ) 


对 于 位 形 为 9=(r3 1 0.866 0 zl3)', 代 入 上 式 , 有 


由 2{ Ta + 0. So08 gp —1) 2{y +D. Ssin qz) 


0.866 1 0 0 0 
-0.5 0 1 0 0 
P(g)=| 0 1 0 0 0.866 
0 0 1 0 -0.5 
0 1 1.732 0.866 0 


十 ， 洪 嘉 振 ， 计算 多 体系 统 动力 学 .北京 ,高 等 教育 出 版 社 ,1999 年 。 
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利用 高 斯 消 元 法 ( 见 附录 B1) ,上述 算 阵 可 变换 为 

1100 0.86 0 

0 10 -05 0| 

Dilg)™0 0 1 0 0 

000 1 -1l 

000 0 0 
可 见 最 后 一 行 均 为 零 ,说 明 该 年 阵 行 秋 为 4, 比 托 阵 行 阶 小 -…, 故 有 一 个 宛 祭 的 
约束 方程 .在 作 此 结论 前 需 判 断 8=(r3 1 0.866 0 m3) 是 香 是 非 新 立 
奇异 点 。 事 实 上 上 要 另外 任意 给 个 位 形 , 作 上 述 类 岂 处 理 均 可 得 到 和 矩阵 行 秩 
为 4。 可 见 不 仅 9=(r3 1 0.866 0 mi3) 而 及 所 有 的 位 形 均 为 非 孤 立 奇 
异 点 ,有 -个 约 东 方程 元 余 的 结论 是 正确 的 。 得 到 此 结论 后 ,可 将 约束 方程 中 的 
一 个 删除 ,通常 将 上 式 中 最 后 的 全 零 行 对 应 的 第 5 个 约束 方程 去 掉 , 余 下 4 个 约 
束 方程 相互 独 妆 。 

应 该 指出 上 述 元 余 约 东 的 分 析 是 对 主 约束 方程 进行 的 。 这 对 动力 学 分 析 是 
必须 的 ( 见 第 了 章 )。 对 十 运动 学 分 析 , 将 用 到 证 约束 方程 与 驱动 约束 方程 。 均 
在 判断 与 删除 主 约束 方程 的 元 余 约 来 后 ,还 需 将 独立 的 主 约 来 方程 与 驱动 约束 
方程 一 起 进行 元 余 约 来 的 判断 。 如 果 有 多 余 约 束 ,将 其 删除 。 需要 注意 的 是 此 
时 应 该 苯 除 的 是 元 余 的 驱动 约束 。 


3.2.4 奇异 枸 型 


本 节 将 考察 在 运动 学 分 析 中 可 能 会 出 现 的 -- 种 情况 。 

在 对 刚体 系 进行 位 置 .速度 与 加 速度 分 析 时 通常 可 得 到 它们 的 时 间 历 程 , 即 
ett) tt 8tt) 是 关于 时 间 的 连续 解 ， 然 而 ,对 某 些 机 械 系统 进行 运动 学 分 析 
时 ,在 某 个 时 刻 , 可 能 出 现 不 连续 或 者 会 有 多 个 解 的 情况 。 系 统 的 这 种 位 形 称 为 
刚体 系 的 奇异 槐 型 。 下 面 以 :曲柄 - 滑 块 机 构 为 例 来 分 析 这 种 春 型 。 

如 图 3~7 所 示 :曲柄 -请 块 机 构 的 刚体 系 运动 学 模型 。 此 模型 不 计 滑 块 
的 质量 : 曲柄 的 杆 长 为 1 , 连 杆 长 为 2。 又 令 a= 防 /。 为 了 分 析 简 尘 , 将 系 
统 的 省 卡 泵 坐标 取 为 -~-(o2 cd) ,其 中 罗 为 镜 点 口 , 与 OQ; 的 曙 离 ,由 余弦 定 
理 上 = 下 + df 一 221doos pi 两边 除 站, 令 人 = df ==d, 可 得 约束 方程 


Eq) = dd -2dcemp + 一 os = (3.2 — 17) 
由 此 方程 可 解 得 坐标 a 与 w, 的 关系 为 
d = cos pl tv eos wp +fe —1) (3.2— 18) 


图 3-8 给 出 了 上 式 以 e 为 参数 的 函数 图 。 
对 于 a> 世 此 处 令 1;=2 m) ,图 中 有 上 下 两 个 独立 的 分 支 。 当 初始 (wp ,dd) 
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落 在 其 中 的 - -个 分 支 上 时 , 随 着 po 的 增加 或 碱 小 ,和 健 量 a 将 在 那个 分 支 上 与 9 
一 一 对 应 , 且 随 9 连续 变化 ,不 发 生育 异 构 型 。 


一 4 


全 30” 60° 9 120° 150° 18 的 


图 3-7 曲柄 - 滑 块 机 构 图 3-8 临 柄 - 辩 志 机 构 吕 与 2 的 关系 


对 于 esl1( 此 时 全 1 =0.5m), 当 wo 由 才 增 加 时 ,图 中 两 个 分 支 在 点 
Atr6w312) 相 交 ， 可 见 当 | 在 零 与 my/6 之 间 变 化 时 ,情况 如 同 a >1 的 情况 、 
即 当 初始 (9 ,qa ) 落 在 某 个 分 支 上 , 随 着 fi 的 增加 或 减 小 ,变量 4 均 与 g， … 一 
对 应 , 且 随 g, 连续 变化 ,机 构 和 运行 正常 。 但 对 于 o >mj6,.4 无 解 , 即 机 枯 不 人 
许 g1 之 rj6, 故 gi 二 zi6 为 -锁定 构 型 (如 图 3 一 9b)。 如 果 从 此 点 开始 gp 减 小 ， 
4d 出 现 多 俏 , 即 或 走 上 一 分 支 或 走 下 一 分 支 趋 于 零 ( 抑 图 3 一 8) ,分 别 与 图 3 一 9a 
的 两 种 情况 对 应 ,此 和 gj = wi6 为 一 分 叉 构 型 。 


贸 3-93 此 柄 一 滑 氛 机 构 的 奇异 梅 型 nc| 


再 讨论 a= 1( 此 处 令 = 1m) 的 情况 。 图 3-8 中 两 根 曲线 相交 于 点 
Btxrl2.0)。 当 g, 由 零 增 加 到 xj2, 枢 构 呈 图 3 一 10a 所 未 。 再 增加 时 ,co 出 现 多 
值 ,或 走 上 一 分 支 (d =0) 或 走 下 一 分 支 ( 兄 图 3 一 8)。 它 们 分 别 出 现 如 图 3 - 10b 
与 图 3 一 10c 所 示 的 两 种 可 能 。 当 yp 减 小 时 ,同样 4 为 多 值 ,或 走 上 上 分支 
(9=0) 或 走 下 一 分 支 ( 见 图 3 一 8)。 可见 与 a 之 1 的 情况 不 同 ,无 论 9! 增 大 与 
减 让 ,奇异 点 B 均 为 分 及 构 型 。 

从 工 合 可 条 ,如果 由 约束 方程 可 得 到 举 标 间 的 解析 表达 式 , 可 利用 上 述 方法 
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{a) tb) te} 
图 3 一 10 则 柄 一 滑雪 机 构 的 育 异 构 珊 a= 1 


进行 奇异 构 型 的 分 析 。 焉 性 的 是 这 种 可 能 人 性 比较 小 ,尤其 对 于 复杂 的 机 构 系 统 
儿 乎 是 不 可 能 得 到 坐标 间 的 解析 表达 式 。 下 面 给 出 判断 奇异 构 型 的 方法 (详细 
的 讨论 见 有 关 文 献 吕 ) 可 借助 于 计算 机 利用 数值 方法 进行 。 

在 运动 学 分 析 时 系统 的 约束 方程 为 式 {3.2 一 8), 即 

Dgq,i)=0 

它 是 由 x 个 约束 方程 组 成 。 如 果 它 们 是 独立 的 (无 光 余 约束 ) ,那么 给 定时 间 i， 
由 高 等 代数 的 隐 消 数 定理 知 , 此 式 可 以 解 得 系统 的 位 形 gq(z) 唯 一 解 的 条 件 是 约 
束 方程 的 雅 可 比 男 , 非 奇异 。 帮 可 以 这 样 认 为 ,系统 的 奇异 构 型 9g(1) 是 系统 约 
旧 方 程 的 雅 可 比 名, 为 奇异 矩阵 。 

兰 虚 上 面 的 例子 。 如 果 曲 橱 的 驱动 规律 为 wo =rt。 由 式 (3.2-8)，, 系 统 的 
约束 旋 程 为 


(dA? ~ 2d eos | 1 一 aa 
0(9.0) = | Pt -0 (3.2 — 19) 
各 | Ti 
它 蚌 变量 为 9= (op dz) 的 两 个 约束 方程 。 方 程 的 雅 可 比 和 矩阵 为 
@ - 9 | (3.2 _ 20) 
这 2X2 的 廊 阵 的 满 秩 为 2。 当 
d = cos 多 | {3.2 — 21) 


时 , 方 阵 的 秩 减 为 1, 雅 可 比 和 矩阵 为 奇异 和 矩阵。 将 式 (3.2 一 21) 代 入 (3.2 -19) 的 
第 一 式 ,有 

cos pi =1l-a: {3.2 — 22) 
即 由 此 式 解 得 位 形 坐 标 pl ,将 使 雅 可 比 矩 阵 为 奇异 矩阵 。 当 a >1 时 , 式 (3.2 
-22) 无 解 , 即 此 时 不 可 能 出 现 奇异 构 型 。 当 wx =1 时 ,由 式 (3,2- 22) 可 解 得 


了 洪 遍 振 , 计 算 多 体系 统 动力 学 .北京 : 商 等 教育 出 版 社 ,1999 年 ， 
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pi 二 zj2, 代 入 式 ({3.2 一 21), 有 a=0。 即 g=(m2 0)5 为 奇异 构 型 。 当 ua<1 
时 ,由 式 (3.2 -22) 可 解 得 ol = arccos{1 一 a ), 代 人 式 (3.2 一 21), 有 4 一 
Vil- 即 g= (arccos(1~a2) 1-a2)7 为 奇异 构 型 。 如果 a =0.5<<1, 奇 
异 构 型 发 生 在 9 = (nj6 vy3/2) 。 分 析 的 结果 与 前 面 分 析 的 -- 致 。 

通过 上 述 分 析 朋 考虑 到 上 节 有 关 元 余 约 束 的 分 析 可 知 . 当 在 某 时 刻 1 ,该 时 
刻 的 位 形 9(z ) 为 系统 的 约束 方程 (3.2 一 8) 雅 可 比 四 的 孤立 奇异 点 时 , 则 位 形 
q (i) 为 奇异 构 型 。 如 果 位 形 gfr) 为 雅 可 比 别 , 的 非 孤 立 奇异 点 , 则 此 时 约束 方 
程 出 现 元 余 。 


3.3 解 见 平面 运动 约束 的 约束 方程 


由 上 可 项 ,运动 学 分 析 的 一 般 方法 归结 为 对 位 置 .速度 与 加 速度 三 个 层次 
约束 方程 的 处 理 - 这样 对 于 -个 具体 的 对 象 如 果 得 到 了 描述 该 系统 的 约束 方程 ， 
那么 运动 党 分析 都 将 以 统一 的 数学 方式 如 以 处 理 。 恩 此 利用 运动 学 分 析 的 般 方 
法 处 理 运动 学 问题 的 关键 是 正确 建立 机 械 条 统 的 运 蔬 学 模型 及 其 约 上 方程 。 

由 十 利用 局 部 方法 建立 刚体 系 的 约 旧 方程 具有 程式 化 的 特点 。 由 上 节 的 便 
于 已 经 可 以 看 到 ,对 于 荣 一 种 贸 , 其 邻接 两 个 刚体 的 约束 方程 具有 相同 的 形式 。 
如 果 能 得 到 机 械 系 统 中 的 “ 些 常 见 的 运动 刚 的 约束 方程 ,那么 一 个 实际 的 机 械 
系统 的 约 点 方程 就 串 直 接 调 用 这 些 约束 方程 进行 组 集 而 不 必 重新 推导 。 

本 节 将 建立 一 些 常 见 运动 副 的 约 旧 方程 。 从 其 推导 的 过 程 ,读者 可 掌握 建 
区 运动 剧 通 用 约束 方程 的 : 般 方 法 。 如 有 需要 读音 自己 可 建立 一 些 运 动 副 约 康 
方程 . 


3.3.1 绝对 约束 


在 实际 的 机 械 系 统 中 将 有 个 或 几 个 刚体 与 公共 基 相 连 。 如 果 将 公共 基 也 
作为 系统 中 的 一 个 刚体 ,与 该 刚体 建立 约束 方程 将 增加 系统 总 约束 方程 的 个 数 ， 
开刀 学 方程 的 个 数 ( 后 续 章 闻 将 要 介绍 ?也 因 刚 体 个 数 的 增加 而 增加 ,给 数值 计 
算 带 来 很 多 困难 。 为 此 ,推导 一 些 刚 体 与 公共 基 间 的 约束 方程 是 必要 的 。 此 类 
约束 通称 为 编 对 约束 。 上 有 具体 叉 分 为 绝对 位 置 约束 .绝对 角 约 束 与 绝对 等 距 约 束 。 

1. 总 对 位 演 纲 虚 

如 时 刚体 B。 上 的 给 定点 P 只 能 在 平行 于 公共 晨 的 , 轴 { 或 + 轴 } 的 一 灌 横 
内 滑动 { 见 图 3 一 11), 称 为 刚体 关于 点 的 绝对 .x {或 y] 位 置 约束 。 如 图 建立 人 
共 基 6 二 (z 3 了 了) 与 连 体 基 阁 -( 产 六)", 基 点 分 别 为 口 与 C。 刚体 B， 上 给 
定点 PP 矢 径 间 的 关系 为 
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所 二 产 十 遍 {3.3—1) 

根据 点 已 的 绝对 > 位 置 约束 的 定义 ,在 运动 的 
过 程 中 点 P 到 y 轴 哄 离 始 终 保 持 不 变 , 如 令 该 
中 离 为 <， 邮 有 

区 (3.3 — 2) 
该 式 在 公共 基 的 坐标 式 即 鸭 点 的 绝对 x 位 
置 约 桌 的 约束 方程 ,考虑 到 老 1.2-1 与 式 (2.4 
-25) ,有 


岗 3.11 钨 六 x{ 或 y} 柱 恬 约 束 


Do fr + =0 [3.3 — 3} 
上 F 标 (Laz) 表示 该 约束 的 类 型 为 绝对 工 位 置 约 宁 。 
同 理 , 巾 点 P 的 绝对 yy 位 置 约束 的 定 交 ,有 


$= (3.3 一 4) 
式 中 ,c, 为 常数 。 点 P 的 绝对 y 位置 约 束 的 约束 方程 为 
BY = yr +APT)- ,=0 (3.3 - 5) 


基 矢 量 * 与 3 的 坐标 阵 分 别 为 x=(1 0) 与 y=(0 1)', 令 刚 体 B 连 
性 基 基 点 上 的 矢 和 从 rr 的 坐标 阵 为 


r = (x ya) (3.3 一 6) 
点 卫 矢 径 记 在 连 体 基 的 坐标 阵 为 
pe = (x 3 (3.3 - 7) 
考虑 到 刚体 BB, 相对 十 公共 基 的 方向 余 苞 阵 为 
,cos gp, -sing, | 
lsin oh, COS O, ) 
则 绝对 xz 与 y 位 置 约 束 的 约束 方程 {3.3 一 3) 与 (3.3 5) 的 展开 式 分 别 为 
PD" =x, + Cos p, 一 ys sing, —e, =0 《3.3 一 3 
DY yy +r tsin w+ yo cosp, —c,=0 (3.3—5’) 


两 约束 的 约束 方程 个 数 分 别 只 有 上 个 , 故 刚 体 B, 的 自由 度 为 3- 1 =2。, 约束 方 
程 (3.3 一 3) 与 式 (3.,3 一 5) 中 的 变量 为 刚体 B, 的 位 形 坐 标 阵 
g -gq =(r, gy (3.3— 8) 
网 约 来 方程 的 参数 为 a,p 一 (x ys) 与 c,( 或 c,)， 
将 约束 方程 式 (3.3 一 3) 与 (3.3~5) 对 时 间 求 导 , 考虑 旬 x! 与 y7 为 常 值 阵 
台式 [1.4 一 11) .分 别 可 得 到 点 P 的 绝对 x 与 y 位 置 约 束 的 速度 约 来 方程 为 
BP =r (r+iAp!g,)=0 (3.3—9) 
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DT = yi t+iAptw,)=0 (3.3 一 10) 

读者 不 难得 到 它们 的 展开 式 , 即 
DT = {x sn pty Teos oo,)o,=0 (3.3—9) 
B=y + recog ysin g,)p, =0 (3.3—10’') 


将 式 (3.3 一 99) 与 式 (3.3 一 10) 和 速度 约束 方程 的 标准 形式 {3.1 一 13) 比 较 , 约 东 
方程 (3.3 一 3) 与 式 (3.3-~$) 的 雅 可 比 撼 阵 与 速度 约束 方程 右 项 分 别 为 


DB =(x x LA'p’) (3.3—11) 
P= ly yiA'p”) (3.3- 12) 
BI = DI =0 (3.3— 13) 


由 式 (3.3 一 141) 与 式 (3.3 一 12) 或 由 式 (3.3--9) 与 式 (3.3-10') 读 者 不 难得 到 
雅 可 比 的 展开 式 
B= (1 0 -x Sin 多 — ys COs Oo ) (3.3—11') 
Be = (0 1 x cos pu — ysin gp ) (3.3— 12) 
将 式 (3.3 一 9) 与 {3.3~10) 对 时 间 求 导 , 考 虚 到 式 (1.4 一 11),(1.4 一 9) 与 xx! 
和 yy 为 常 值 阵 ,分 别 可 得 到 点 已 的 绝对 z 与 yy 位 置 约束 的 如 速度 约束 方程 为 
DT TD ~- ApTo:)=0 (3.3—14) 


GIy tiAp tp ~- Apg)=0 (3.3—15) 
将 式 (3.3 一 14) 与 (3.3 ~15) 和 加 速度 约束 方程 的 标准 形式 (3.1 一 16) 比 较 , 加 速 
度 约 上 开 方 程 右 项 分 别 为 


7 =x Ap Tgp: (3.3~16) 
Y=y A'p? yp (3.3—17) 
恋 者 不 难得 到 它们 的 懂 开 式 , 即 
ye 二 (x eos 他。 一 ysin Cp (3.3—16') 
y= (x Sin os + ycos ,ps (3.3~17) 


挟 此 ,我 们 完成 了 绝对 位 置 约束 二 个 层次 上 的 约束 方程 的 推导 。 这 些 方程 
的 通用 性 表现 在 ; 

(1) 约束 方程 的 变量 为 刚体 的 位 形 坐 标 ; 

(2) 约 点 方程 的 参数 ( 均 为 肖 数 ) 已 经 约定 ,它们 涉及 刚体 的 标号 ( 即 下 标 w) 标 
志 点 在 刚体 上 的 位 置 ( 即 点 已 在 连 体 枯 的 坐标 ] 以 及 其 他 的 一 些 常数 (如 < ,< )。 

对 于 一 个 具体 的 机 被 系统 ,如 果 有 上 述 类 型 的 约束 ,只 要 按 约定 定义 约束 方 
程 参数 , 代 人 约束 方程 的 标准 形式 , 即 已 完成 了 约束 方程 的 推导 。 见 下 面 的 例子 。 
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[ 例 3.3-1] 图 示 一 曲柄 , 它 可 绕 支 座 放 
转 。 如 果 将 支 座 作为 惯性 基 6 ,建立 曲 棉 与 惯性 
基 间 约束 方程 , 雅 可 比 与 速度 与 加 速度 约束 方程 
的 石 项 . 

解 ; 定义 山岳 为 刚体 Bi。 在 中 点 C, 建立 如 
图 所 示 的 连 体 基 者。 由 于 刚体 Bl 上 的 点 〇 在 惯 
性 其 上 为 一 定点 , 故 存在 点 口 的 绝对 z 与 y 位 置 
约束 。 

按 约 定 定 义 参 数 , 有 a = 1,p? = 
(Pa 0) ,cs=0 与 c=0 代 入 式 (3.3-3) 与 (3.3- 5) , 即 得 到 约束 方程 为 


Bt | — Lcos 1 三 改 


例 3.3 一 1 图 


$B'™ = y) ~™ asin w= 
至 此 得 到 了 两 个 以 申 栅 销 卡 尔 华 标 gi = (x wo) 为 变量 的 约 昌 方程 , 它 
们 相互 独立 ,曲柄 的 自 自 度 为 1。 
将 参数 代 人 人 式 (3.3 一 11) 与 {3,3 一 12 ) , 邯 得 到 约束 方程 的 雅 可 比 为 
Pe = 0 sing), B=(0 1 -icosp) 
将 参数 代入 式 (3.3 一 13),(3.3 一 16 与 (3.3 一 17'), 即 得 到 速度 与 加 速度 
约束 方程 的 右 项 ， 


B” — BD =0 
ye = ~ cos og pl : 2 三 一 天 sin 多 3; 
2. 绝对 角 约 束 
刚体 在 公共 基 上 姿态 保持 不 变 的 约 桌 称 为 绝对 角 约 束 , 约 束 方程 为 
gw = ge -0 (3.3 — 18) 


式 中 c 为 常数 。 此 约 东 方程 个 数 只 有 -个 , 故 刚体 也 的 自由 度 为 3 一 1=2， 
方程 中 的 参数 为 & 与 co。 
不 难得 到 约束 方程 雅 可 比 与 速度 及 加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
Di” = 0 1), Ge =0, y=0 (3.3 — 19) 
3. 绝对 等 距 约 束 
刚体 上 茶点 P 到 公共 基 的 定点 万 距离 保持 不 变 的 约束 ( 见 图 3- 12) 称 之 
为 绝对 等 焉 约束 。 令 7 为 定点 DD 指 问 点 己 的 矢量 ,有 
(一 交 十 应 一 鸭 
式 中 思 为 定点 DD 关于 点 O 的 矢 径 。 上 式 的 坐标 阵 为 
1 =r, +APp,— rp (3.3 — 20) 
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将 其 对 时 间 求 导 , 葵 碟 到 rm 为 常 值 阵 与 式 (1.4- 11), 有 

7 大， 十 IAP (3.3 — 21) 

根据 绝对 等 距 约 束 的 定义 ,在 刚体 的 运动 过 程 

中 ,点 了 到 定点 DD 的 脂 离 保持 不 变 , 如 果 令 其 为 

c ,有 约束 方程 为 

B= -c=0 (3.3-22) 

此 约束 方程 个 数 为 1 , 故 刚 体 B, 的 自由 度 为 

3-1=2。 将 式 (3.3-20) 代 六 上 式 , 可 知 方 

程 的 变量 为 刚体 B, 的 位 形 坐 标 阵 公 式 (3.3-8)， 图 3…12 绝对 等 距 约 训 
方程 中 的 参数 为 ea,p =(r (rn yn)' 与 c; 

将 式 (3,3 一 22) 对 时 间 求 性 ,考虑 到 式 (3,3 一 21) ,得 到 速度 约束 方程 为 


D0 = 211= 21 (7, + Ap Tg,)= 0 (3.3 — 23) 

与 式 (3.1 一 13) 比 较 , 约 东方 程 雅 可 比 与 速度 约束 方程 的 右 项 分 别 为 
Be =2(1 TiA'p’) (3.3 — 24) 
PB" =0 (3.3—25) 


将 式 (3.3 一 23) 对 时 间 求 导 , 得 到 加 速度 约束 方程 为 


Be = 21 + 2171=0 (3.3 -26) 
考虑 到 式 (3.3 一 20) 与 式 (3.3 一 21), 经 整理 ,与 式 (3.1-16) 比 较 , 得 到 加 速度 约 
束 方程 的 右 项 为 
y=2(T 4p Ty 一 站 站 (3.3 — 27) 
需要 注意 的 是 上 述 约束 要 求 c >0。 如果 c=0, 即 1=0, 由 式 (3.3 一 24) 知 , 雅 可 
比 为 条 ,出 现 奇 异 . 


3.3.2 转动 贸 


图 3 13 所 示 为 “转动 贸 与 其 邻接 刚体 B。 和 BB; 关系 的 示意 图 。 刚 体 BB 
上 给 定 的 铵 点 己 与 刚体 B, 上 给 定 的 较 点 日 在 运动 过程 中 始终 重合 是 转动 匀 的 
特征 。 

令 图 中 点 C, 与 C 分 别 为 刚体 B, 与 Bs 连 体 基 的 基点 。 撩 径 训 ( 石 访 ) 为 绞 
点 了 在 刚体 B。 上 的 连 体 矢 花 , 它 描述 了 点 了 在 刚体 B 上 的 位 置 。 矢 径 六 
(Co ) 为 绞 点 Q 在 刚体 Be 上 的 连 体 矢 径 , 它 描述 了 点 Q 在 刚体 B, 上 的 位 置 。 
由 图 可 知 , 有 如 下 矢量 关系 式 ; 
=F 118 (3.3— 28) 
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站 二 加 十 癌 (3.3—29) 
根据 放 转 铵 的 特征 ,如 下 失明 关系 式 在 刚 
体 的 运动 了 过程 中 必须 满足 : 
疡 一 站 = (3.3 - 30) 
该 式 在 公共 基 的 党 标 式 即 为 旋转 撤 的 约 训 方 
程 ,考虑 式 {(2.4 一 25) ,有 
出 ”= rp -Pr 一 9 = 


{3.3— 31) 
此 约束 方程 的 变量 为 邻接 刚体 B, 和 HP; 的 位 
雌 坐 慰 阵 ,Bj 图 3 一 13 转动 匀 
q = ql) =(r og, ri pg) (3.3 - 32) 
式 中 ， 
r (es yo), ry re a) (3.3 - 33) 
约束 方程 的 参数 为 =,8,p 与 PP。 如 果 令 
pe= rs ve), pe- (re y?) (3.3 - 34) 
约束 方程 的 展开 式 为 
Gin - | 多 一 Sin 名 | x es ta 一 Sin 多 机 | 
Ma .SI 人 COS Fd LY YA SI 多 3 COS aS Ly 3 
(3.3-31') 


约束 方 黎 式 (3.3 一 31) 或 (3.3 一 31 ) 会 2 个 超 虐 方程 。 方程 中 的 变量 个 数 为 6， 
故 啊 刚体 对 公共 基 的 自由 度 为 6-2=4, 即 菠 刚 体 的 位 形 坐 标 中 有 4 个 独立 恋 
量 。 如 斥 令 刚体 BB， 的 位 形 谷 标 为 独立 变星 ,那么 余下 的 1 个 自由 度 描述 的 是 两 
个 刚体 相对 转动 的 自由 度 。 


[ 例 3.3-2] 建立 图 3-4 所 示 三 杆 系 统 的 约束 方 穆 ， 

解 ; 首先 对 系统 的 刚体 与 灸 进行 编导 , 令 杆 CA 为 Bi, 杆 AB 为 鸟 ,村 BD 
为 蕊 。 机 座 不 作 刚体 处 理 ,定义 为 公共 参考 基 ,基点 在 已 , 基 人 矢量 如 图 所 拓 。 冠 
义 旋转 铵 A 为 匀 1 , 记 为 日 | ,旋转 匀 B 为 日 ,旋转 匀 C 可 定义 为 两 个 绝对 位 置 
约束 分 别 记 为 月 ; 与 H, ,同样 旋转 匀 万 也 可 定义 为 两 个 绝对 位 置 约 束 分 别 记 
为 Hs 与 也。 

根据 各 忱 约束 方程 对 参数 的 约定 ,对 照 图 3-4 所 示 的 几何 关系 ,可 得 到 各 
贸 的 参数 , 现 列 人 表 3.3 -1 将 参数 分 别 代 入 相应 约束 的 约束 方程 式 (3.3 一 
31) ,03.3~3) 与 (3.3 一 5) 可 得 到 8 个 约束 方程 ,其 中 ; 饼 态 , 的 约束 方程 即 为 式 
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mr 


(3.1 一 18a); 笠 HH; 的 约束 方程 即 为 式 (3,1 一 18b); 约 来 万 ; 与 瑟 , 的 约束 方 称 
即 为 式 (3.1 一 1 上 8c); 约 束 五 , 与 下 的 约束 方程 即 为 起 (3.1-18qd)， 
表 3.3-~1 图 3-4 所 示 三 杆 机 构 约 来 参数 表 


iil2 0 


al2 0 


将 式 (3.3 一 31) 对 时 间 求 时 ,考虑 到 式 ({f,4 一 11), 可 得 到 旋转 贸 的 速度 约束 
方程 为 
而 ”= 六 + 天 多 -rs -Ap dp =0 (3.3 — 35) 
将 式 (3.3 一 35) 与 速度 约束 方程 的 标准 形式 (3.1 一 13) 比 较 , 考 虑 到 坐标 变量 式 
(3.3 一 32) 的 排列 ,旋转 镁 约束 方程 的 雅 可 比 为 
Go = sp -I -iAp?) (3.3 — 36) 
考虑 到 惠 ”” 可 写成 分 据 矩 阵 的 形式 , 即 更 中 = ( 史 ? 雪人 ), 有 
De (3337) 
速度 约束 方程 的 右 项 为 
DD."=0 (3.3 — 38) 
将 式 (3.3 一 35) 对 时 间 求 二 和 阶 导 数 , 利 用 式 (2.4 30), 得 到 旋转 匀 的 加 速度 
约束 方程 为 
DO = 站 4 App2 = 0 
(3.3 — 39) 
式 (3.1 一 16) 比 较 , 可 得 旋转 锭 加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
7 = Ap'ip: — Aphgs (3.3 — 40) 


3.3.3 滑 移 镑 


加 3 一 14 为 一 滑 移 铵 与 共 邻 接 刚体 BR。 和 B， 关系 的 示意 图 。 滑 移 铵 的 特征 
是 两 刚体 各 自 沿 间 一 条 直线 作 平行 移动 .该 直线 称 为 移动 轴 ( 图 3 - 14 中 的 
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图 3-]4 滑 移 馆 


I 一 工 )。 如 果 在 移动 轴 上 定义 两 个 铵 点 PP 与 Q 分 别 圈 结 在 刚体 BE 和 B, , 定 
义 矢量 万 = QP 描述 两 刚体 的 相对 移动 。 另 外 在 刚体 B, 和 B, 上 分 别 定义 连 体 
单位 矢量 4。 和 as 与 移动 轴 平 行 ， 这 样 吝 移 铵 的 约束 条 件 为 在 运动 过 程 中 撩 量 
有 与 矢量 dd 始终 保持 平行 , 即 有 矢量 关系 式 


ds xh=0 (3.3 — 41) 
同时 矢量 4 与 a 也 始终 保持 平行 ,有 矢量 关系 式 
dsxad,.=0 (3.3 - 42) 


根据 式 (1.4 一 7), 以 上 两 式 在 公共 基 的 坐标 式 构 成 滑 称 铵 的 约束 方程 , 即 
(IA'ds) kh | | (Ads)'h 

(TAid,) "Ad | d’ yA qd. / 

式 中 ,下 ,如 与 di 为 上 述 二 矢量 在 公共 基 下 的 坐标 阵 。 其 中 第 二 式 的 推导 用 到 

了 式 (41.4-9),(14-12) 与 下 式 


(ty 


对 | (3.3 — 43) 


A AAS A* Ke — ps) — sint ¢, 一 | (3.3 ~ 44) 
sin( 的 一 qs) cos( 的 一 qa) 
它 是 B, 关于 Bs 的 方向 余弦 阵 。 类 和 似 式 (1.4 一 11), 有 
A = LA™(g, — ps) (3.3 - 45) 
考虑 到 式 (3.3- 28) 与 (3.3- 29) 或 由 图 3- 14, 矢 量 丰 可 表示 为 
有 = 站 一 
该 式 在 公共 基 的 坐标 式 为 
kh=r,+A'p,— re — Ap (3.3 ~ 46) 


将 其 代 人 约束 方程 式 (3.3- 43) ,可见 约束 方程 的 安 量 为 防 刚 体 的 位 形 坐 标 阵 ， 
即 式 (3,3 一 32), 方 程 的 参数 为 a,8,p” 与 p,d', 与 4 。 约 东方 程 组 式 (3.3 
-和 3) 舍 两 个 超越 方程 。 这 样 丙 个 刚体 的 相对 自由 度 为 3-2=1。 

将 式 (3.3 一 43) 第 一 式 对 时 间 求 导 , 考 虚 到 式 (1.4 一 11), 有 
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《145 RR ~- (AMdi) hops = 0 (3.3 - 47) 
将 式 {3.3- 46) 对 时 间 求 导 ,考虑 到 式 {1.4- 11), 可 得 
hp =r, 十 了 4 一 一 (3.3 — 48) 


特 其 与 式 (3.3 一 御 ) 代 入 式 (3.3 一 4) ,考虑 到 式 (1.4 一 引 ) 与 {3.3 一 和 村} ,经 整理 ,有 
(卫生 和 一 《了 人 + dA "pty, 
一 人 [4 二 ps=0 
将 式 13.3…43) 的 第 二 式 对 时 间 求 导 ,考虑 到 式 (1.4- 银 与 (3.3-44), 有 
d 34zd (gq — ga)— 0 (3.3 — 50) 


(3.3 - 49) 


有 此 式 可 得 

9g, — pa=0 (3.3 - 51) 
可 见 ,在 运动 过 程 中 两 刚体 的 角速度 相等 ,可 推 得 角 加 速度 也 相等 。 式 {3.3 一 
49) 与 (3.3 一 50) 为 滑 移 铵 的 速度 约束 方程 。 将 它们 与 速度 约 东 方程 的 标准 形式 
(3.1 一 13) 比 较 , 考 虑 到 坐标 变量 式 (3.3 一 2) 的 排列 ,可 得 滑 称 较 约束 方程 的 雅 
可 比 和 矩阵 为 


下 
BD = 1 了 (3.3 - 52a) 
0 d nAmd’ 
BO = 四 (14d's)” -d's Ap's + A (r,— rs) 《3.3 一 52b) 
”人 一 人 gd 
速度 约束 方程 的 右 项 为 
PD =0 (3.3 ~ 53) 


将 式 (3.3 一 49) 与 (3.3 ~ 和 ) 对 时 间 求 导 ,考虑 到 式 (1.4- 11) 与 (3.3 一 45)， 
经 整理 有 如 速度 约束 方程 
(4 dp) 站 一 (4 hps 一 (To3 ~ 25 he 
d A ds (gs — pa)t d slArd (op, — poy’ 


古 口 - 


(3.3— 54) 

将 式 (3.3 一 48) 对 时 间 求 导 , 利 用 式 (2.4 ~ 30), 可 得 
h= 7 +Apy, ~ Apry: ~-t, - IAp'dp, + A'p gg 

(3.3 — 55) 
将 其 与 式 (3.3- 46),(3.3-48) 代 人 式 (3.3- 绚 ) 第 一 式 ,可 得 第 -- 式 的 加 速度 
约束 方程 的 展开 式 , 其 右 项 为 

人 (4 4 

(3.3 — 56) 

注意 到 式 (3.3 一 51), 上 式 的 最 后 -项 为 零 。 此 外 , 式 (3.3 一 54) 的 第 一 式 也 为 
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零 ,上 败 滑 移 铵 如 速度 约 东 方程 的 右 项 汶 
CA 
0 


(3.3— 57) 


1) 
了 


[全 3,3-3] 本 例 图 1 所 示 一 曲柄 - 滑 块 机 构 。 图 中 分 别 对 刚体 与 欠 进 
行 标 号 。 在 该 机 梅 的 刚体 系 模型 中 刚体 个 数 为 N=4, 它 们 分 别 为 曲柄 (Bi}、 连 
杆 {B; ) , 滑 块 (4B;, ) 与 支 座 -请 桓 (B. )。 试 建立 系统 的 约束 方程 。 


例 3.3-3 图 1 

解 : 如 图 建立 各 刚体 的 连 体 基站 (i =1,2,3,4) 与 公共 基 z。 

转动 较 (H 一 态 ;) 有 3 个 ,其 中 Hi, 与 B 和 Bi 关联 ,日 ) 与 B 和 也 关联， 
HH; 与 取 和 BB 关联 ,约束 方程 数 为 2x3, 与 BB 和 B, 关联 的 滑 称 贸 ( 五 ,) 一 个 ， 
连 体 单位 矢量 分 别 为 d; 与 d,( 如 图 所 示 ), 方 程 数 为 2x 1。 还 有 B, 关于 公共 
基 的 绝对 约束 共 3 个 ,它们 是 C 的 两 个 绝对 位 置 约束 与 两 个 基 始 终 保 持平 行 
的 绝对 角 约 束 。 这样 约 束 方程 的 总 数 : = 11。 系 统 的 箔 卡尔 位 形 坐 标 个 数 为 
8 二 3xd4=12。 机 构 的 月 由 度 8=12--11=1: 

根据 各 较 约束 方程 对 参数 的 约定 ,对 上 照 图 1 所 示 的 几何 关系 ,可 得 到 各 铵 的 
参数 。 令 曲柄 长 为 2m, 连 杆 长 为 4m。 约 束 方程 参数 表 如 表 3.3- 2 所 示 。 

表 3.3-2 曲柄 -~ 连 杆 机 构 约 束 方 程 参 数 表 
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将 表 中 的 参数 代 和 人 上述 推 得 的 相应 的 约束 方程 式 (3.3 一 31) 03.3 一 43)， 
(3.3 一 3),(3.3 一 5) 与 (3.3 一 18), 将 所 有 的 约束 方程 组 集 构 成 系统 的 主 约 东方 
程 ,有 如 下 的 塘 式 : 

BE BO Be BO BO Be Be BM 0 (1) 
式 中 下 标号 为 对 应 的 匀 号 。 将 式 (1) 展 开 有 如 下 11 个 方程 ; 
Xi COsrm— r= 0 | 
yo” y= 
T1208 pr 一 FI 一 cos p= 人 0 
3 一 2simn gp ~ yt — singp=0 
23 Tr cas wp =O0 
yy Sing = 0 > (2) 
— (Xa — La)sin pr + Cy — ya leos wy = 0 | 
sin( py ~ my) = 人 0 


TY 一 
34 一 也 
pa = 0 


调用 各 个 匀 的 雅 可 比 垂 阵 为 式 (3.3 一 36),(3,3 一 52),(3.3 一 11),(3.3- 
12) 与 (3.3 一 19), 按 系统 坐标 阵 的 排列 次 序 g 一 (g 1 qi ql gl)' 可 构成 系 
统 主 约束 方程 的 雅 可 比 面 % ,各 镁 的 雅 可 比 在 其 中 的 位 置 如 本 例 图 2 所 示 。 类 
似 地 ,各 铵 的 加 速度 约束 方程 右 项 式 (3.3-39).(3.3-57),(3,3 二 16). (3.3 一 
17) 三 《3,3 一 19), 可 组 集成 主 约 束 加 速度 约束 方程 的 右 项 yx 如 本 例 图 2 所 示 ， 

| of; oa a 
DB 0 0 Di, | [7 | 


{7) Cr) ir) | wir 
D, D> Di 0 0 YY 
Db 从 Db Dr 0 Lr 

六 39., 49 73 
Dn 0 0 bo Pr [ty 

二 和 9 了 了 9 4 

《ar] fazj (ar) 
D: 0 愉 0 PD;. ys 
Di | 0 0 0 By | | yl 

cap) ap) 4 
Gen | 0 0 0 Bn | yw 

D, 和 


例 3.3 一 3 图 2 
主 约束 方程 的 雅 可 比 人 矩阵 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 y* 经 展开 有 
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DK = 
1 0 sing 0 站 0 0 0 0 —1 站 0 | 
0 1 -esgl 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 ' 
-1 0 sin | 站 Zann wa 0 0 0 0 由 0 
站 eg 1 -205 0 0 0) 0 0 0 
0 0 0 -1 0 2sin ga 1 0 必 0 J) 
0 0 0 看 一 1 一 2ocsyi 日 ] 0 0 必 Q (3) 
— {ry I4 OS Fa 一 
0 0 0 站 省 总 一 21 Fa te 4 0 SI (4 一 CS Py Co — yo jin ge 
0 0 0 0 0 0 0 0 rcstya oh 0 0 — enet 3 — Pa 
0 0 0 人 0 心 0 0 | 0 和 
和 遇 0 0 站 心 0 0 Q 1 0 
由 出 0 0 0 性 0 0 0 0 0 ] 
7™= 
一 ， 
CS 1 FP! 
, ”2 
SN P11 
. | 
~ 2008 多 的 一 cos pi Pt 
-2sin 入 pi — sin 六 ¥4 
-cos gu 
— Zsin ga 3 (4) 
[ — (x3 — xa)sin pa t (ya ~ yao0s pa gi + 2 (x3 — 4)o08 ort (ys — Ya)sin pa gs 
0 
0 
0 k 
0 


考虑 到 式 (2) 最 后 二 式 , 由 式 人 2) 的 后 并 式 可 得 y=0, pa3=0,z4 = 二 0, ys 二 0， 
gp4 三 0。 约束 方程 式 (2) 可 化 简 为 
1 一 osw=0 
yl1 Siig 二 0 
Za 一 2cos oa — I ~ Cos pI = 0 
3 一 zsngpa -yy -Sng= 人 0 (5) 
Ti 一 了 2 一 cos 一 
y+2sin gs = 
即 保留 式 (2) 的 前 6 个 独立 的 约束 方程 ,这 些 方程 有 7 个 位 形 坐 标 变量 , 即 g = 
(qt 42 ”x3)'。 该 方程 的 雅 可 比 与 加 速度 方程 的 右 项 可 由 式 (3) 与 (4) 截 取 , 尖 
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| ] U Sn gi 必 0 0 0 
0 l cos U0 0 0 0 
一 | 0 sin gi 1 0 2sin wa 0 
DP, = ， 
0 -1 一 cos gl 0 1 一 2cosfz 出 
| 0 0 0 一 | 0 2sin oz 1 
| 0 0 0 0 -1 —2c08m 0 
( ~ eos p191 
一 Sin Pi 91 
K ~ 2008 gi 92 一 cos p191 
”一 ， -2 ， “2 
一 2Sin pp — Hin pi Pi 
一 2ros 92 97 
— 2sin ga 93 


由 此 例 可 知 ,利用 户 部 方法 建立 约束 方程 时 ,约束 方程 的 规模 比较 大 。 然 
而 ,由 约 东 方程 直接 可 得 到 系统 位 形 坐 标 中 的 一 些 第 卡尔 坐标 为 常数 ,这 样 可 将 
系统 的 笛 卡 尔 坐 标 进行 缩 并 ,只 保留 时 变 的 坐标 ,从 而 压缩 了 约束 方程 的 规模 ， 


3.3.4 消 移 ~ 旋转 贸 


图 3 一 15 所 炙 为 一 种 组 合 镁 。 图 中 有 三 个 刚体 ,中 间 的 相形 刚体 -- 端 为 一 
个 谓 移 镜 与 Bs 关联 , 男 一 端 为 一 个 旋转 镜 与 B。 关联 。 当 中 间 的 工 形 刚体 的 质 
车 可 忽略 不 计时 ,上 述 约束 可 理解 为 一 滑 称 一 旋转 镜 。 在 刚体 Bs 定义 连 体 单位 


图 3 一 135 湖 称 一 旋转 组 全 较 


矢量 za 沿 滑 移 轴线 ,在 刚体 B, 转轴 上 定义 点 已 ,过 点 PP 筷 直 滑 移 轴线 指向 了 
的 单位 矢量 记 为 上 。 考 虑 到 矢量 与 矢量 中 垂直 ,由 式 (1.4-8), 它 们 的 坐标 
阵 有 加 下 关系 : 
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b = 了 4 (3.3 — 58 ) 
在 运动 讨 程 中 点 了 P 到 沸 称 轴 的 距离 始终 保持 常数 c( 见 图 3 一 15) 为 此 约束 条 件 . 
定义 矢量 及 = 让 , 该 约束 条 件 可 写 为 5" 有 = ,其 在 公共 基 的 坐标 阵 就 是 滑 移 - 
旋转 组 合 匀 的 约束 方程 ,利用 式 (3.3 一 58), 有 
DB'™" = (IAdy) hec=0 (3.3 ~ 59) 
根据 产 的 定义 , 它 的 坐标 阵 为 式 (3.3- 46)。 将 其 代入 上 式 , 该 方程 的 变量 为 B， 
与 Bs 的 位 形 阵 式 (3.3 一 32), 方 程 的 参数 为 a,8,p 与 p ?6 与 常数 cc。 方程 
(3.3 一 59) 售 一 个 超越 方程 。 这 样 两 个 刚体 的 相对 自由 度 为 3-1=2。 
将 上 式 对 时 间 求 导 ,考虑 到 式 (1.4 一 11) 与 {1,4 一 9), 有 滑 移 一 旋转 组 合 镑 
的 速度 约束 方程 
D™ = (4 To = 0 {3.3 - 60) 
与 请 移 匀 速 度 约束 方程 第 一 式 143.3- 47) 比较, 了 晴 者 相同 。 类 伏地 排 导 ,利用 式 
(3.3-32) 与 (3.3-53) 的 结果 ,可 得 请 移 - 旋转 组 合 冬 约 吕方 程 的 雅 可 比 短 阵 ， 
速度 约束 方程 的 右 项 为 


DI =((Ad) dA"p?) (3.3—61a) 
Dr = (Ads) -ddlAp? +AM(r,— ra)]) (3.3-61b) 
"=0 (3.3 - 62) 


同样 ,对 式 (3.3 一 60) 求 导 可 得 滑 移 - 旋转 组 合 铵 的 速度 约束 方程 , 它 如 同 式 
(3.3 一 34) 的 第 一 式 , 由 十 不 存在 条 件 (3.3 - 51) ,应 用 式 (3.3-56) 可 得 该 铵 的 
加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
YY = dal (IA) (ro -rap + 2AT(F, -ra)ps — ArpT (gy, — pa)’ ] 
(3,3 — 63) 


3,3,5 ”相对 等 距 约 束 ( 连 杆 】} 


图 3 一 16 为 相对 等 距 约 束 { 连 丁 ) 与 该 饮 相 关联 的 刚体 B, 和 Bs 的 示意 图 。 
实际 上 图 中 有 3 个 刚体 ,2 个 转动 铵 。 当 中 间 的 连 杆 的 质量 可 名 赂 不 计时 ,上 述 
连 杆 约束 可 理解 为 一 旋转 一 旋转 组 合 镁 。 该 组 合 贸 的 特征 为 饺 点 间 的 距离 始终 
保持 为 连 杆 的 长 度 c。 同 样 定义 矢量 及 = 证 , 连 杆 的 约束 方程 为 

BT oRE-c = hh-c on (3.3 - 64) 
根据 的 化 标 阵 为 式 (3.3 - 46)。 将 其 代入 上 式 , 该 方程 的 变量 为 B 与 Bs 的 
位 形 阵 式 (3.3 ~ 32), 方 程 的 参数 为 a,8,p? 与 p< 与 常数 c。 方程 (3.3-64) 合 
1 个 超越 方程 。 这 样 两 个 刚体 的 相对 白 由 度 为 3- 1=2。 
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图 3-16 相对 等 距 约 束 
将 上 式 对 时 间 求 导 , 有 连 杆 的 速度 约束 方程 
$n = 2p'h=0 (3.3— 65) 


将 式 (3.3 一 48) 代 入 上 式 , 有 

Dh Cr, + LAp sp, — rs — Ap Sg )=0 (3.3— 66) 
将 其 与 速度 约束 方程 的 标准 形式 {3,1 一 13) 比 较 , 考 虚 到 修 标 变量 式 (3. 3 一 32) 
的 排列 ,可 得 连 杆 约束 方程 的 雅 丁 比 短 阵 为 


DB" = 2 hk IA'p,,) (3.3 — 67a) 
Dr =2( -hh -hh IApy) (3.3—67b) 

速度 约束 方程 的 右 项 为 
gr =0 (3.3 — 68) 


将 式 (3.3 一 65} 对 时 间 求 性 ,将 式 (3,3 一 55) 代 入 ,经 整理 后 ,加 速度 约束 方程 的 
在 项 有 

7Y'™ = 2 Ap ie APIpi)— 2h'h (3.3 — 69) 
式 中 ,请 与 4 的 表达 式 见 式 (3.3 一 46) 与 (3.3 一 48)。 
3.3.6 齿轮 副 


图 3 一 17 所 示 一 对 外 接 击 轮 B, 和 B; ,两 转轴 分 别 为 了 与信。 幅 合 的 节 辆 
半径 分 别 记 为 R, 与 Rs 。， 由 于 齿轮 B, 和 Bs 叶 合 的 必要 的 几何 条 件 为 中 心中 
Cc 三 民 , + Ri 保持 不 变 , 故 上 节 的 连 杆 约束 为 齿轮 副 约 束 条 件 之 一 。 本 季 将 要 给 
出 其 为 一 个 约束 方程 。 

如 图 3 一 17 所 示 , 将 连接 两 转轴 的 刚体 记 为 B,。 定 义 w, 为 B, 的 姿态 角 。 
考虑 两 丙 轮 的 相对 运动 , 令 肯 轮 B, 不 动 ,B) 绕 Q 转 过 的 角度 96,。 齿 轮 B, 由 了， 
带动 ,其 中 心 由 初始 的 已 到 达 王 两 齿轮 的 初始 畴 合 点 为 也。 与 六 。 当 前 的 路 
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合 扩 为 DD。 齿轮 BB 上 的 DD 转 到 DD,。& 为 BB, 转 过 的 角度 。 息 多 豆 为 PD, 与 


图 3 一 17 齿轮 副 
齿轮 B. 连 体 基 基 矢量 站 的 夹 角 , 即 PD’ 与 幕 矢 量 z” 的 夹 角 。 定 义 户 为 QD， 
与 次 轮 B; 连 体 基 基 矢 量 属 的 尖 角 。 由 图 3 一 17 可 得 到 如 下 儿 何 关系 ， 
Ft pt p+ 


Prt pa Ua oy 
DR = dR 
由 上 面 三 式 可 得 动 体 B, 的 姿态 角 为 
Py = RB, + Rpa + cy (3.3 — 70) 


式 中 
k= Ric(i = a,8), cy = Ep — n+ kh (3.3-71) 
由 图 可 知 ,由 于 yg , yy ,RR 与 Rs 均 为 常数 , 故 式 {3,3 一 1) 定 义 的 参数 为 常数 。 
定义 矢量 及 由 Bs 上 的 点 日 指向 BB 上 的 点 P。 如 果 连 杆 昌 ,上 点 颁 指向 点 
P 的 单位 矢量 记 为 。 在 运动 过 程 中 矢量 育 与 5 平行 , 即 有 约束 条 件 了 X=0， 
此 约束 条 件 的 坐标 式 就 是 齿轮 附加 的 约束 方程 ,由 式 (1.4-7) 得 
B= (WTh=0 (3.3 - 72) 
这 个 附加 约束 方程 与 连 杆 约束 方程 构成 的 齿轮 约束 方程 ,共有 方程 两 个 ,两 刚体 
的 相对 自由 度 为 1。 由 于 矢量 有 在 公共 基 的 坐标 式 为 式 {3.3 -46)。 另 外 由 图 
3.3 一 16 知 ,单位 矢量 5 在 公共 基 的 坐标 式 为 
b= (cosw, sin wv,)! (3.3 -- 73) 
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式 中 ,gqg, 由 式 (3.3 一 70) 给 出 。 将 它们 代入 式 (3.3 一 72) 可 车 ,约束 方程 的 坐标 
为 两 刚体 的 位 形 坐 标 。 该 方程 与 连 杆 的 参数 ( 即 和 齿轮 约 束 方 程 的 参数 ) 为 a,8， 
pep ,R,,Rs,y, 与 多 。 

下 面 推导 附加 约束 上 方程式 (3.3 一 72) 的 雅 可 比 与 速度 加 速度 约束 方程 的 右 


将 式 {3.3 一 30) 对 时 间 求 导 , 得 到 动 体 的 绝对 角速度 为 gp, 为 
Gy = kp, + kagps (3.3— 74) 
将 式 (3.3- 33) 对 时 间 恕 导 ,考虑 到 上 式 , 有 如 下 表达 式 ; 
b= 邢 p, = (1b) (kp, + kops) (3.3 -75) 


将 式 (3.3-72) 对 时 间 求 时 ,考虑 到 式 (3.3-375) 与 (1.4-9), 有 速度 约 东 方程 

BO = Cp)Th+ (Ih=-b hp, + {Ih)h=0 (3.3- 76) 
将 式 (3.3-74) 与 (43.3- 48) 代 人 上 式 ,考虑 到 式 (1.4- 12) ,经 整理 有 约束 方程 
的 雅 可 比 阵 与 速度 约束 方程 的 右 项 为 


BO=((Ib)" bb (Ape— kh)) (3.3—77a) 
De = (Ib) —-b'(ApY+hh)) (3.3—77b) 
BY =0 (3.3~—78) 


将 式 (3.3 一 76) 对 时 间 求 导 , 考 虑 到 式 (3.3 一 75) 与 (1.4 一 9), 得 到 加 速度 约 
上 方程 
DO = bhp, brihp, -bh cg, + (pTh+ (ip)h=0 
(3.3 — 79) 
将 式 (3.3 一 74),(3.3 一 75),(3.3 一 48) 与 (3.3-55) 代 和 上 式 , 考 虑 到 式 (1.4 一 
9) ,经 整理 ,可 得 加 约束 方程 的 右 项 为 
7 =2b hh Ckgp, +t hep)t (Ho (CA pT — kh)o: — (Ap — keh )gs ) 
(3.3 — 80) 


[全 3.3~4] 考虑 如 图 所 示 的 齿轮 传动 机 构 。 齿 轮 B 固定 ,齿轮 B, 初始 
在 水 平 位 置 , 然 后 随 连 接 杆 在 齿轮 Bi 上 :滚动 。 连 接 杆 两 端 为 货轮 各 自 的 中 心 ， 
南 齿 轮 的 节 圆 半径 分 别 为 R, =2 与 RR; = 1。 试 建立 系统 的 约束 方程 。 
解 : 如 网 建立 公共 基 与 连 体 基 (只 画 出 基 泉 量 记 ,这 与 )。 不 计 连 接 杆 的 
质量 。 杀 统 为 两 刚体 系统 ,位 形 坐 标 为 
qg= {ry pe ri pa) 
齿轮 马 与 公共 基 存 在 绝对 位 置 约 束 与 绝对 角 约 束 。 由 式 (3.3-3),(3.3- 
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例 3.3 -4 图 


3) 与 (3.3 一 18) 不 难得 到 约束 方程 
$B = zr =0,8B, = y=0,P,= 0 =0 
如 图 所 示 , 有 =7;,c 二 RI + RR; = 二 3, 对 于 连 杆 约束 式 (3.3-64) ,可 得 约束 方程 
B= ri+yi-9=0 

在 马 齿 轮 副 的 另 一 个 约 东 方程 时 , 偿 需 定义 参数 由 与 yg 根据 约定 ,由 图 的 几何 
关系 可 知 , 一 0, =me 上 度 式 (3.3-71) 得 外 =23,8 二 13,c, 二 0。 由 式 (3.3 一 
73) 且 考虑 到 约束 方程 @ ,有 gy 二 gy13。 因 此 ,b= 《oos( gj3) sin( gs13)) ,代入 
式 (3.3-72) 得 齿轮 副 的 另 -个 约束 方程 

B; = PB" = (1) hh = — rosin( pf3) + ycos( wal3) = 0 
读音 由 图 不 难 验 证 此 约束 方程 。 系统 共有 5 个 约 昌 方程 ,自由 度 为 1. 


3.3.7 齿轮 -此 条 一 


令 盏 轮 - 齿 条 副 的 两 个 部 件 分 别 为 上 夯 条 昌 , 与 齿轮 B, , 两 刚体 的 相对 运动 
如 图 3-18 所 示 。 令 咏 为 齿轮 BB, 与 元 条 Bs 的 初始 路 合 点 , 当前 的 哮 合 点 为 
让。 在 运动 的 过 程 中 齿轮 的 中 心 由 初始 的 P' 到 达 了 ,它们 到 车 条 的 距离 保持 不 
变 , 等 于 B, 的 节 圆 半径 R,。 与 图 3 一 15 比较 ,不 难看 出 此 种 约束 是 滑 称 一 旋转 
贸 的 特殊 情况 。 沿 齿 条 局; 定义 连 体 单位 矢量 dd。 式 (3.3 一 59) 中 的 为 B, 的 
节 贺 半径 民 , ,有 

G = (4 有 =0 (3.3 — 81) 

本 节 将 要 推导 齿轮 一 齿 条 约束 另外 一 个 约 东 方程。 定义 PD 相对 于 PD 的 

转角 为 8. ,B, 的 移动 距 户 为 ; ,它们 满足 如 下 关系 : 
rs- AR -0 (3.3 - 82) 
由 图 3 一 18 不 难得 到 s = qd, 及, 即 
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s = (Ads) h (3.3 — 83) 


图 3-138 齿轮 一 拓 条 


又 令 ys 为 齿 条 的 轴线 与 B; 连 体 基 基 矢量 才 的 夹 角 ; 几 为 PD'( 或 PPO ) 与 元 轮 
连 体 基 基 矢 量 2 的 夹 角 :9 为 失 量 Qs 与 矢量 E 方 的 夹 角 ,根据 图 3 一 18 所 示 , vy 
与 册 为 常数 ,8,=3xl2。 日 有 如 下 几何 关系 : 
Pt + = et pst (3.3— 84) 
将 式 (3.3 -84) 中 解 得 的 8 与 式 (3.3 一 83) 代 人 人 式 (3.3 一 名) ,可 得 上 盎 轮 - 齿 条 
约束 另 -- 个 约束 方程 为 
和 =0 (3.3 - 85) 
式 中 常数 
c = 由 一 由 一 中 (3.3 — 86) 
这 样式 (3.3~81) 与 (3.3~85) 组 成 齿轮 一 上浮 条 约 来 的 两 个 约束 方程 ,两 分 接 刚 
体 的 相对 白 由 度 为 |。 根据 的 定义 , 它 的 坐标 阵 为 式 (3.3-46)。 将 其 代入 式 
(3.3 一 85), 该 方程 的 变量 为 B, 与 Bs 的 位 形 阵 式 (3.3-- 32) ,方程 的 参数 为 w， 
Bp ,PP3.d3, 民 .与 cs 
住 将 式 (3.3 一 88) 对 时 间 求 时 ,考虑 到 式 ([.4-11) ,有 速度 约束 方程 
名 = (4 jp + (AMdI)Th+ (pv, — ga)R, =0 
《3.3 — 87) 
将 式 (3.3 一 46) 与 (3.3 一 48) 代 入 ,考虑 到 式 (1.4 一 9) 与 (3.3 -44), 果 得 速度 约 
束 方程 的 展开 式 , 其 中 约束 方程 式 (3.3-- 85) 的 雅 可 比 和 速度 约束 方程 的 右 项 为 
Dr =((Ad) dA*pT+R,) (3.3 ~ 88a) 
DP Ad) (lds) "Ape + AT rr)] -RR,) 


(3.3—88b) 
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m=0 (3.3—89) 
将 式 (3.3-87) 对 上 时间 求 导 , 考 起 到 式 (1.4-5) ,有 加 速度 约束 方程 
DD) CTA ) hps 二 (十 遂 . + (Ads) ht+ 
(Ads) hps + 2(1Ad,) ho: <= 0 . 

将 式 (3.3 一 46),(3.3-48) 与 (3.3 一 55) 代 人 ,考虑 到 式 (1.4 一 9) 与 (3,3 一 44)， 

可 得 加 速度 约束 方程 的 展开 式 , 其 右 项 为 
7 = dllA (rr)pe -2174 ) (r — re)ga — Arpe (go — p3) | 
(3.3 - 90) 


[ 例 3,3~5] 考虑 如 图 所 示 的 一 齿轮 一举 条 机 构 。 齿 轮 记 在 此 条 B 巧 上 
滚动 。 齿 轮 的 节 贺 半径 为 R=1, 初 始点 局 离 点 Cl 的 距离 为 3m。 试 建立 系统 
的 约束 方程 , 且 求 齿轮 上 咕 合 点 DD 的 速度 。 


例 3.3 一 5 图 


解 : 如 图 建立 公共 基 与 连 体 基 (只 画 出 基 朱 量 谍 ,这 与 )。 齿 条 固 结 在 公 

共 基 。 系 统 为 两 刚体 系统 ,坐标 为 
q= {rt 和 pa) 

齿 条 B 与 公共 基 存 在 绝对 位 置 约 束 与 绝对 角 约 束 。 出 式 (3.3 一 3),{3.3- 

5) 与 {3.3 一 18) 不 难得 到 约束 方程 
中 | = TI = 0,B, = y=0,B = w= 
定义 矢量 d 为 沿 zz! 正 向 的 单位 矢量 ,有 di = (1 0)5。 由 图 或 由 式 (3.3 一 46) 
部 可 得 有 = (x;~3 y,)'。 由 式 {3.3~81) 可 得 齿轮 一 肯 条 一 个 约束 方 各 
B=y—1=0 

由 图 所 示 , 此 时 上 二 0, wp， 一 3m/2,9=3xl2, 由 式 (3.3 86) ,常数 .=0, 这 样 由 式 
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{3.3 一 85) 可 得 齿轮 - 具 条 塘 … 个 约 上 束 方 程 , 即 
号 。 一 《za 一 3 十 03 下 
这 此 如 图 所 示 的 机 构 共 有 约束 方程 5 个, 机构 自 由 上 度 为 1。 
由 以 上 两 式 可 得 点 C, 的 速度 7 一 (x，。 Y%2) = 一 gg， 0) 。 考 虑 到 点 中 
在 公共 基 下 的 坐标 为 ps = (0 ”一 1)1 ,由 式 (2.4-27)7 果 得 该 点 的 速度 为 
ri =r + po = r+ 1p p=0 
可 见 这 种 机 构 的 上 赌 合 点 也 的 速度 始终 为 零 。 
“3.3.8 凸轮 -从 动 副 2 
回回 - 从 动 副 的 示意 图 如 图 3-20 所 示 , 它 们 
是 一 种 曲面 与 曲面 接触 的 约束 。 在 建立 它 的 约束 关 
夭 有 , 首 刀 讨论 凸轮 表面 曲线 的 描述 。 考 虑 如 图 
3 一 19 所 示 的 凸轮 ,表面 曲线 的 点 DD 可 用 极 学 标定 


儿 。 在 刚体 上 定义 极点 P, 它 到 边界 上 点 了 的 矢 径 
记 为 3。 令 其 单位 矢量 为 页 , 模 为 *, 故 


一 so 图 3 一 19 极 坐标 描述 物体 
该 矢量 在 连 体 基 上 的 坐标 阵 为 表面 曲线 
8 一 381 {3.3 — 91) 
式 中 , 模 * 与 单位 矢量 为 加 在 连 体 基 全 的 坐标 阵 si 均 是 8 的 函数 , 即 
5 = sO),so = (cos 8 sing)! (3.3— 92) 
求 式 (3.3-91) 对 吃 的 一 阶 导 数 , 有 
a = 5081 + sls’ {3,3 -03) 


其 中 品 =dsfdg。F 是 点 刀 的 切 矢量 r( 见 图 3 一 19) 在 连 体 基 各 的 坐标 阵 。 式 
(3.3~93) 对 8 的 一 阶 导数 为 
tr = (sg — 5)e0 + 2o0lst (3.3 — 94) 
式 中 sw = sid 节 。 
图 3-20 拟 示 的 凸轮 - 从 动 副 中 ,定义 也, 为 凸轮 ,B, 为 从 动 件 , 点 Q 与 


分 别 为 它们 的 极 坐 标的 原点 。 点 品 为 它们 的 接触 点 ,在 运动 过 程 中 两 点 介 许 少 
动 (与 齿轮 副 不 同 ) ,始终 保持 接触 相互 不 脱离 ,有 


49， 带 # 的 章节 的 内 容 作 为 选修 的 内 容 , 下 同 。 
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交 十 庆 二 训 一 (方士 部 七 记 ) = 
{3.3—95) 
其 中 $$ 与 襄 分 别 为 B. 与 Bi 上 楼 触 点 矢 
量 。 此 外 ,在 运动 坟 程 中 ,接触 点 @ 与 P 处 
的 切 向 量 共 线 , 邑 有 
is Xti=0 (3.3—96) 
枯 量 式 43.3- 号 ) 有 两 个 坐标 式 。 和 矢量 式 
(3.3 一 外 ) 二 式 13.3 一 和) 类 似 , 有 : -个 形 如 
式 (3.3-434 第 一 式 的 坐标 式 。 这 二 个 标 
量 式 构成 凸轮 一 从 动 剧 的 约束 方程 , 即 
BD 一 | 二 AP =0 
| TAT 
需要 注意 的 是 3 个 约束 方程 中 的 变量 除了 B。 与 B; 的 笛 卡 尔 坐 标 9。 与 qs 外 , 考 
中 到 冻 人 .3 一 52) 与 (3.3 一 努 放 还 有 附加 的 2 个 变量 9 与 钱 , 即 
9=(e qs 0 0)! (3.3 — 98) 
8 个 变量 。 对 于 3 个 约束 方程 , 故 琴 邻接 刚体 的 相对 自由 度 为 2。 约束 方程 式 
(3.3 一 2) 的 参数 除了 凸轮 副 外 形 曲 线 的 数据 外 ,还 有 a,8,p? 与 p。 
将 约 训 方程 式 (3.3- 97) 对 时 间 求 导 ,考虑 到 式 (1.4- 11) 与 (3.3-45) ,可 
得 凸轮 - 从 动 副 的 速度 约 训 方程 
rtIAtpe ts )p tATD, -re AlpY+s) ps Ar =0 


(3.3 一 99) 


图 3 一 20 吓 轮 一 从 动 副 约 束 


{3.3 一 97) 


(rs ) Ar, -TlA rT (Gp, ~ gpa) tr dTA"(r. ji. =0 
(3.3- 100) 
经 整理 可 得 约束 方程 的 雅 可 比 与 速度 约束 方程 右 项 为 


EA 
0 — TalA'r, ” 0 T so TA 
, (3.3— 101a) 
2 一 | ?本 本 a / DB 一 | - hr 
”rr 2 
(3.3~ 101b) 
DD," =0 (3.3— 102) 


将 式 (3.3 一 99) 与 (3.3 一 100) 半 时 间 求 导 , 督 虚 到 式 (1.4 一 11) 与 ‘(3.3 一 
45), 可 得 可 花 -从 动 副 的 加 速度 约束 方程 ,经 整理 ,可 得 其 右 项 为 
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rcf) 


y' 一 
A(pT + so — Ape + sp — Ar )a 9 十 《79 008 一 | 
2TA'T’pO, + 2IA’r pd 

tT plATT (gp, ~ Ge) ~ tT AT (rs )3ad, — (th )sa lA tts 一 
2( To) IA T(r )a Qs93 + 2[ (ra) lA rb, + rolAr{r )ad, Co。 — $s) 

(3.3 — 103) 


[ 例 3.3 一 6] 图 冰 为 带 有 的 轮 - 从 动 副 的 机构 ,共有 两 个 刚体 。 一 个 为 
口 毗 Bi , 红 写 公共 基 固 结 的 汉 座 上 的 转动 匀 口 旋转 ，、 另 一 个 为 相对 公共 基 滑 
移 的 从 动 件 了 节 。 吓 轮 与 从 动 副 的 外 形 曲 线 均 为 贺 , 图 心 分 别 为 点 入 与 点 了 了, 半 
径 分 别 为 10m 与 2m。 凸轮 B 圆心 Q 偏 置 转轴 总 ,DOQ =4。 试 写 出 系统 的 约 
康 方 程 。 

解 : 建立 两 刚体 的 连 体 基 与 公共 基 如 图 所 示 。 
Bi 的 基点 C 与 点 口 重 合 。 BB 的 基点 C, 设 在 公 
共 基 的 yy 轴 上 上 。 显 然 , 凸 轮 Bi 与 公共 基 有 两 个 绝对 
位 置 约束 ,BB 与 公共 基 有 一 绝对 位 置 约束 与 一 纵 对 
角 约 束 , 即 

fl 二 = 0 = 0,¢ =0 (1) 
凸轮 Bi 与 从 动 副 马 的 约束 方程 有 3 个 。 两 个 刚体 
坐标 加 上 外 形 曲线 极 尘 标 共 8 个 , 即 

q= (qi gi a 六 

= (x Sl FL i a Ya UV 站 
约束 方程 总 共有 7 个 , 故 图 示 机 构 自 由 度 为 1。 下 
面 推导 同 鞭 -从 动 副 的 约 东 方程 。 例 3.3-6 轩 

令 CaP=6m。 这 样 点 卫 与 点 Q@ 的 当地 举 标 为 pg5= (0 -6)7 与 = 
(4 0) 。 凸 轮 与 从 动 副 外 形 曲 线 的 极 坐 标 方程 为 5 (8)=10,s,(9,)=2, 代 人 
式 (3.3 一 91) 一 (3.3--94) 有 


s1 = 1080, #1 = 280 (2) 
Ti = l0Iso, ts = 21s% (3) 
Tig, 一 一 105，， T28， 一 一 38 (4) 


将 式 (2) 一 (4) 代 人 (3.3 一 97) ,考虑 到 与 上 面 提 到 的 约束 方程 式 (1) ,经 整理 有 
200s ts, ~ 4cos gi ~ 10costP 二 有) = 10 
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yz + 2sin 8, — dsin pi — 10sint wt + 81)—-6=0 

20sin( wm + 8 8)=0 
它们 是 凸轮 -从 动 副 约 束 方程 。 事实 上 .这 3 个 约 东 方程 也 是 该 机 构 缩 并 的 主 
约束 方程 ,对 应 的 系统 位 形 坐 标 阵 为 

&=(9l 3 02) 

圭 述 约束 方程 中 存在 变量 6 与 6; , 通 过 它们 可 以 确定 凸轮 与 从 动 副 接 和 触 

点 的 位 置 。 由 第 三 个 方程 可 得 ww + 0 -8, 一 ~x ,对 照 图 可 知 , 它 描述 的 是 点 
外 ,总 卫 以 及 接 摧 点 三 点 共 线 。 


上 面 讨 论 的 凸轮 -从 动 副 限 于 同 轮 件 与 
从 动 件 的 外 形 曲线 均 为 凸 曲线 。 图 3 一 21 为 另 
一 种 凸轮 一 从 动 副 , 称 为 凸轮 - 平面 从 动 副 。 
定义 Bi 为 号 鞭 件 ,外 形 曲 线 为 凸 曲线 ,点 届 为 
极 坐 标的 原点 。B, 为 从 动 件 通 过 一 平面 与 凸 
轮 接触 。 在 接触 平面 上 定义 点 P 为 参考 点 。 
点 口 为 它们 的 接触 点 。 定 义 矢量 人 由 了 指向 
D。 由 图 3 一 21 可 得 如 下 矢量 式 : 

站 二 成 +B = 站 + 闪 + 高 

由 此 可 写 出 矢量 8 的 坐标 式 

图 3-21 凸轮 -平面 从 动 副 

(3.3 — 104) 

在 接触 平面 上 定义 一 单位 矢量 a.。 凸 轮 -- 从 动 训 限制 邻接 刚体 运动 的 特征 为 : 
在 运动 过 程 中 ,矢量 5。 和 凸轮 接触 点 万 的 切线 方向 单位 矢量 均 与 矢量 总 始 
终 保持 共 线 , 即 有 


。X 合 = (3.3 - 105) 


d, Xit=0 (3.3 — 106) 
由 式 (1,4 一 5), 考 虑 到 式 (3.3 一 104), (3.3 一 44), {1.4 一 9) 与 (1.4-12), 式 (3.3 
一 103) 的 坐标 式 为 
CIA"d’ )'6. = CTAd) (re or,)-— d A{(pe + ss) (Id)'pT=0 
(3.3 - 107) 
由 式 人 .4 一 引 , 类 似 于 式 (3.3 一 4) 推导 , 式 (3.3- 106) 的 坐标 式 为 
(IA’d,) APr =— diA*r; = (3.3 - 108) 
以 上 上 珊 式 为 凸轮 -平面 从 动 副 的 约束 方程 ,可 合并 为 


| Ll 
| 
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(dr — ri) — diA"(p? + ss)- (a) pp) 

dr ) 

(3.3 ~ 109) 

式 中 ft 的 表达 式 为 式 (3,3 一 93)。 不 难看 出 ,两 个 约束 方程 中 的 变量 除了 BB。 

与 B; 的 第 卡尔 坐标 g, 与 9 外 , 考 虚 到 式 (3.3 一 人 1)~(3.3 一 93), 还 有 附加 的 
一 个 变量 8 , 即 


Dt = = 


g= (gs qs 0) {3.3 ~ 110) 
变量 个 数 为 了, 约束 方 程 个 数 为 2, 两 刚体 的 相对 自由 度 为 2。 约 束 方程 的 参数 
除了 四 轮 外 形 曲线 的 数据 外 ,还 有 ax,p8,p sp3 与 di。 

将 式 人 3.3 一 107) 与 人 3.3- 108) 对 时 间 求 导 ,考虑 到 式 (3.3- 双 ?与 (3.3~ 
45) ,可 得 凸轮 - 平面 从 动 副 的 速度 约束 方程 , 即 
(4 一 Fr ~ (A'd’) (ry —r,) gp, + 
dA“(pR+ spe — pa) -dA = 0 (3.3 — 111) 
dA"Ttpe— $) td A(Tr) bs = 0 (3.3 — 112) 
经 整理 可 得 约束 方程 的 雅 可 比 矩 阵 与 速度 约束 方程 右 项 为 


on_| (Ad) 4) (一 
“| 人 d Ar 

(3.3—113a) 

T TA® -dA 1 

om - 2 二 m - d TA“ts | 

0 he : dTIA* (rh) | 
(3.3- 113b) 
DD. =0 (3.3 一 114) 


将 式 (3.3~111) 与 (3.3- 112) 对 时 间 求 导 , 可 得 凸轮 - 平面 从 动 副 的 加 速 
虚 约 束 方 程 ,经 整理 可 得 其 右 项 为 
人 (一 一 DC 
d 和 中 人 )ods +t2(Ad.)' (rs ~ r,)g, 一 


Y=! 2d ,Ar (gs — 9,)0 (3.3—115) 
| a TAT (一 部 (的 
| 2) (和 各 

式 中 (75)an 可 由 式 (3.3- 94) 求 导 得 到 ,引入 符号 四 = 中 sfdg ,有 
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- | 上 上 _ 本 “ 
CF 2100, 一 Te = (so 一 3s0,)s 0 + (3sap, 一 了 下 和 


(3.3— 116) 


[ 例 3.3-7] 图 杰 为 一 带 凸 轮 一 平面 从 动 副 机 构 。 类 似 例 3.3 一 6 凸轮 一 
从 动 副 机 攀 ,凸轮 B 绕 与 惯性 基因 结 的 支 座 上 的 
转动 镑 口 旋转 。 男 -- 个 为 相对 惯性 基 相 对 请 
移 的 从 动 件 及 。 吓 轮 的 外 形 曲线 为 圆心 侦 置 的 
区 ,半径 为 10m。 圆 心 帆 置 转轴 CC 总 =4ma 试 
建立 系统 约束 方程 。 

解 : 与 例 3.,3 一 6 - 样 建立 连 体 基 与 公共 基 ， 
同样 有 钨 对 约束 方程 

x = 0 y=0, 7 =0, w= 人 0 (1) 
请 轮 BB 与 从 动 副 B 的 约束 方程 有 2 个 ,约束 方 
程 总 共有 6 个 。 两 个 刚体 付 标 加 上 外 形 曲线 极 坐 
标 共 7 个 , 嫩 例 3.3-7 图 
gqg= {gr gq 0) 
故 机 构 自 由 度 为 ]， 下面 推 导 凸 轮 一 平面 从 动 副 的 约束 方程 。 

令 C,P=6 m, 这 样 点 PP 与 点 扫 的 当地 坐标 为 p= (0~6)" 与 p=(4 
0)7。 定 义 平面 从 动 件 的 矢量 4d, 为 单位 矢量 ,其 坐标 阵 4 = d,= (10)'。 同 表 
极 举 标 方程 为 ,91)=10。 代 人 式 (3,3 一 91) 与 (3.3~-93) 有 

8 一 1080 fi 二 10 Ts (2 ) 
将 上 述 已 知 量 代 人 式 (3.3 一 104), 有 
dcos Pi + 10cost wi + A) 


2 dsin Pi + lOsin( pl + 8 )— ys +6 
髓 将 上 述 已 各 量 代 人 式 (3.3 一 107) 与 (3.3 108), 考 虚 到 上 面 已 有 的 约束 
方程 式 \1) ,经 整理 得 到 凸轮 -平面 从 动 件 约束 方程 
4sin wi + 10sin( pi + 0)— y+6=0 

lOcost gi + 0,)=0 
事实 上 ,这 商 个 约束 方程 也 是 该 机 构 缩 并 的 主 约 东方 程 ,对 应 的 系统 位 形 坐 标 阵 
为 

q={p ya 0) 
上 述 约 束 方程 中 存在 变量 久 ,通过 它们 可 以 确定 凸轮 与 从 动 副 接触 点 的 位 置 ， 
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由 第 二 个 方程 可 得 pl + 9 二 zf2, 对 照 图 ,其 几何 意义 是 显而易见 的 。 


"3.3.9 柱 销 -清醒 副 


图 3 一 22 为 一 种 柱 销 ~ 滑 权 副 的 示 
意图 。 定 六 B 上 有 一 滑 模 ,其 曲线 可 
类 似 西 轮 曲 线 的 定妆 方法 ,用 极 坐 
标 $ 描述 式 (3.3 一 91), 点 Q@ 为 极 
坐标 的 原点 。B。 上 的 点 己 处 有 一 柱 销 。 
柱 销 可 在 滑 权 内 请 动 与 转动 。 由 图 3 一 
22 可 得 如 下 矢量 式 ; 

六 二 应 二 让 十 地 十 部 


它 的 坐标 怀 即 为 性 销 - 滑 糖 副 的 约束 方程 


图 3-22 柱 销 - 滑 粮 副 约 束 


Dr +Ap -re A(pe+ss)=0 (33-117) 
不 难看 出 ,2 个 绝 束 方程 中 的 变量 除了 B。 与 B 的 第 卡尔 坐标 gq, 与 gs 外 ,考虑 
到 式 (3.3 一 92), 还 有 附加 的 一 个 变量 6, 即 
qg = (gs qs 6) (3.3 — 118) 
全 量 数 为 7 ,约束 方程 (3.3 一 117) 的 个 数 为 2, 两 刚体 的 相对 自由 度 为 2。 约 束 
方程 的 参数 除了 滑 模 曲线 的 数据 外 ,还 有 au,8,p 与 p%. 
对 式 (3.3 一 117) 求 时 间 时 数 ,考虑 到 式 (1.4 一 11) 与 (3.3 一 93), 有 柱 销 一 灌 
横 副 速度 约束 方程 为 
BD = 六 + 和 op 
(3.3 ~ 119) 
经 整理 可 得 约束 方程 的 雅 可 比 与 速度 约束 方程 右 项 为 
Pe = Ape), Br = 9 2) (3.3— 120a) 
De =— 1A(p? + ss) (3.3 ~ 120b) 
$=0 (3.3 ~ 121) 
将 式 (3.3 一 119) 对 时 间 求 导 , 考 虑 到 式 (1.4 一 11) 与 {3.3 一 93), 可 得 性 销 - 
清 种 剧 的 加 速度 约束 方程 ,经 整理 可 得 其 右 项 为 
Y™ = Apigpe -Al(p ?+ si) gs+ A (ty)eds + 21Ai rp 
(3.3 — 122) 


3.4 驱动 约束 


3.3 推导 了 常见 约束 的 约束 方程 及 其 雅 可 比 以 及 它们 的 速度 与 加 速度 约 
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束 方程 的 右 项 。 作 为 一 个 机 本 系 统 , 刚 体 间 存储 各 种 运动 学 约束 。 通 过 组 集 构 
成 了 系统 的 主 约束 方程 ,这 些 约 东方 程 是 刚体 位 形 坐 标的 隔 数 。 如 果 系 统 有 目 
由 度 , 对 于 给 定 的 一 组 独立 坐标 的 值 ,通常 系统 位 形 坐标 将 唯一 确定 ,系统 的 位 
形 即 给 定 . 因 此 系统 的 主 约束 方程 定义 了 系统 构 型 。 

如 果 系 统 受 到 力 的 作用 ,系统 的 独立 坐标 的 变化 应 满足 动力 学 的 基本 原理 。 
这 属于 动 方 学 分 析 范 畴 。 另 一 类 问题 是 运动 学 问题 。 即 当 独 立 坐 标 以 时 间 已 知 
的 规律 变化 时 ,系统 各 刚体 将 作 相 应 的 运动 。 在 运动 学 分 析 时 不 考虑 引起 上 述 
运动 的 力 的 作用 。 正 如 3,2.2 中 介绍 的 ,通用 程式 化 比较 好 的 运动 学 分 析 方 法 
是 附 如 更 动 约 东 方法 。 为 此 本 节 将 建立 几 种 常见 驱动 约束 的 约 东 方程 。 


3.4.1 绝对 驱动 约束 


类 似 于 绝对 约束 ,绝对 驱动 约束 建立 的 是 刚性 相对 于 会 共 基 的 驱动 约束 。 
它 包 括 绝 对 距离 驱动 约束 .绝对 位 置 驱 动 约 束 与 绝对 第 驱动 约 东 等。 下 面 分别 
予以 介绍 - 
绝对 王 离 驱动 约束 是 限制 刚体 上 给 定点 与 公共 基 某 定点 的 距离 为 时 间 已 知 
一 数 的 约束 。 其 背景 是 一 端 固 定 在 会 共 基 , 另 一 端 固定 在 刚体 上 某 点 的 主动 作 
动 简 。 此 约束 与 图 3- 12 所 示 的 绝对 等 上 不 约束 相对 应 ,不 过 c 是 时 间 的 已 知 桥 
数 。 对 照 式 (3.3 一 22), 绝 对 距 启 驴 动 约束 方程 为 
BH =I- (i)=0 (3.4—1) 
式 中 了 的 表达 式 为 式 人 .3-20)。 约束 方程 的 参数 如 同 绝对 等 距 约 束 , 不 过 c 应 
为 时 间 的 已 知 函 数 c(t1)。 将 上 式 对 时 间 求 一 ,二 阶 导 数 , 与 绝对 等 耻 离 约束 的 
速度 与 加 速度 约束 方程 对 照 ,可 得 到 如 下 的 速度 与 加 速度 约束 方程 . 
外 (0 = 2 (=0 (3.4~2) 
=) 2 t=0 (3.4—3) 
不 难看 出 绝对 距离 驱动 约束 方程 的 雅 可 比 以 及 速度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 与 
绝对 等 路 约束 的 分 别 有 如 下 的 关系 : 
BE = BD, B= 2), y= 2 CE) + 220) 
(3.4—4) 
与 3.3.1 的 关于 公共 基 的 绝对 位 置 约 束 与 绝对 角 约 束 相 对 应 ,如 果 式 
(3.3 一 3),(3.3~5) 与 {3.3 18) 中 的 常数 为 时 间 已 知 函 数 时 , 即 构成 平行 于 > 
(y}) 轴 的 绝对 位 置 驱动 约束 与 绝对 角 驱 动 约束 .相应 的 晤 动 约 吕 方程 分 别 为 
DIV = +ApT)— (1)=0 (3.4—5) 
一 (r+ ApT)- c(t)=0 (3.4—6) 
PB = ge (t)=0 (3.4 -7) 
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3 个 约束 方程 的 参数 分 别 与 弧 对 位 置 约 上 训 , 与 弧 对 角 约 上 开 的 一 致 ,不 过 相应 的 3 
个 常数 应 改 为 时 间 的 函数 。 将 以 上 三 式 对 时 间 求 一 ,三 阶 导数 ,得 到 速度 与 加 速 
度 约 束 方程 ,不 难得 到 绝对 位 置 驱 动 约束 与 绝对 角 豫 动 约束 的 雅 可 比 以 及 速度 
与 加 速度 约束 方程 右 项 。 它 们 与 绝对 位 置 约束 与 弧 对 角 驱 动 约束 的 分 别 有 邵 下 
的 关系 : 
古人 一 Tc) (3.4-8) 
De — DY ， BY 一 _. C， (2 ) ， 了 二 Te 十 cf) {3.4 9) 
和 (3.4- 10) 


3.4.2 相对 驱动 约束 


上 一 节 介 绍 的 是 被 驱动 刚体 上 的 菜 点 相对 于 公共 基 按 给 定 的 时 间 历 程 运 
动 。 在 实际 的 工程 机 构 中 存在 大 量 的 一 个 构件 相对 于 另 一 个 构件 的 驱动 ,此 种 
驱动 构成 相对 驱动 约束 。 如 操作 机 械 医 的 各 关节 的 驱动 即 属相 对 驱动 约束 。 相 
对 驱动 约束 有 相对 距离 驱动 约束 、 相 对 转动 驱动 约束 与 相对 滑 移 驱动 约束 。 下 
面 分 别 进行 介绍 。 
相对 距离 驱动 的 束 是 限制 两 刚体 中 某 两 点 距离 为 时 间 函 数 的 约束 。 其 背景 
是 工程 中 端点 分 别 安装 在 两 个 刚体 上 的 主动 作 动 简 。 不 难看 出 ,此 驱动 约 点 可 
与 3.3.3 的 连 杆 约束 (图 3- 16) 相 对 应 。 将 约束 方程 式 (3.3- 64) 的 连 杆 长 度 
改 为 时 间 已 知 冰 数 , 妈 为 相对 距离 驱动 约束 的 约束 方程 
DD = hh- et)=0 (3.4—11) 
约束 方程 的 参数 如 辣 连 杆 约 束 ,不 过 < 应 为 时 间 的 已 知 函 数 c(1)。 其 速度 与 加 
速度 约束 方程 可 对 上 式 求 导 得 到 ,考虑 到 连 杆 约束 速度 与 加 速度 约束 方程 ,有 
$n Z(t)=0 (3.4 一 12) 
P= I(t) 201) =0 (3.4—13) 
可 兄 ,相对 距离 驱动 约束 的 约 东 方程 雅 可 比 .速度 与 角速度 约 东 方程 的 右 项 分 别 
为 
他 (3.4—14) 
DY = 2 y= yD 2 tI) (3.4-15) 
与 连 杆 约束 的 限制 一 样 ,要 求 c{1) >0, 不 能 为 零 。 
相对 转动 驱动 约束 是 在 转动 鲜 上 限制 两 刚体 中 相对 转角 6 为 时 间 函 数 的 
约束 。 其 背景 是 工程 中 大 量 的 电动 机 。 如 图 3- 23 所 未 ,刚体 日 和 BB。 1 分 别 
定义 矢量 与 纪 作为 两 刚体 相对 转动 的 参考 ,它们 与 各 自 的 连 体 基 的 基 矢 量 x 
与 芯 的 夹 角 分 别 为 人 与 各。 根据 定义 ,相对 转动 驱动 约束 方程 为 
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DBD" =(p, + )— (wt 0d) -ctt)=0 
{3.4- 16) 
此 约束 方程 的 参数 为 g,P,8 与 房 。 
将 式 (3.4- 16) 对 时 间 求 一 ,一 阶 导 数 有 
$0 = gp, -ge(t)=0 


(3.4-.17) 
BO = gg-c(t)=0 

(3.4 — 18) 

约束 方程 的 雅 可 比 .速度 与 加 速度 约束 方 入 的 

石 项 分 别 为 图 3-23 相对 转动 驱动 约束 
rrdy ] {rd) - 工 
Dy -0 1 ,99 -0 1) ， 
@ ey = et) (3.4 — 19) 


相对 滑 移 驱动 约束 是 加 在 滑 移 镁 上 的 驱动 约 吕 , 即 沿 涓 移 轴 两 刚体 相对 沸 
移 皮 离 为 时 间 函 数 。 其 背景 是 工程 中 移动 电动 机 。 如 图 3 一 14 所 示 , 如 果 在 移 
动 轴 上 定义 两 个 匀 点 了 与 Q 分 别 固 结 在 刚体 B 和 B,, 矢 量 有 描述 刚体 的 忆 ， 
相对 Bs 移动 。 根 据 定义 ,相对 滑 移 驱 动 约 束 特 征 之 一 为 矢量 与 4 始终 保持 
平行 ,这 由 少 移 贸 的 约束 方程 (3.3 一 40) 描 述 。 特 征 之 二 为 其 移动 的 距离 是 时 间 
的 已 车 明 数 c(t1), 即 
ds -hh = (Ad)Th = ef 
改 清 移 驱 动 约 昌 的 约束 方程 为 
B= (AMdi} hclt)=0 (3.4 — 20) 
将 其 对 时 间 求 导 ， 
De TA) kp, + (A hit)=0 
和 将 式 (3.3 一 46) 与 (3.3 一 48) 代 入 ,考虑 到 式 (3.3 一 51), 有 
DI = CA) Tr ra Tr ra) ga] -ett)=0 (3.4—21) 
可 得 雅 可 比 与 速度 约束 方程 的 右 项 
De = ((A'ds)! 0), Par = (Ad) (TIA) (r, — ra)) 
(3.4 ~ 22) 
Do) {3.4 — 23) 
将 式 (3.4~ 21) 对 时 间 求 导 , 得 到 加 速度 约束 方程 ,经 粘 理 有 其 右 项 为 
YY = (CA) (re ry) pi — 2(1Ad)) (i, — ra) ps — 
IAp (gq, pp 有 tet{r) (3.4 — 24) 
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3.5 平面 机 械 系 统 刚体 系 送 动 学 模型 的 定义 


工程 实际 中 的 机 械 系 统 是 由 若干 构件 .运动 副 与 驱动 部 件 组 成 。 在 运动 学 
分 析 时 ,首先 应 将 一 个 实际 系统 抽象 为 一 个 刚体 系 。 这 个 过 程 称 交 定义 机 械 系 
统 刚 体系 运动 学 模型 或 机 械 系 统 运 动 学 模 化 。 定 义 刚 体系 运动 学 模型 是 给 出 与 
实际 系统 等 效 的 刚体 ,约束 { 贸 ) 与 霹 动 约束 。 所 滑 等 效 是 与 研究 日 的 有 关 。 对 
十 系统 的 运动 党 分 析 , 关 心 的 是 在 某 些 主动 构件 的 戏 动 下 ,讨论 其 它 构 件 或 构 伴 
上 菜 些 特征 点 的 位 置 .速度 与 加 速度 的 时 间 历 程 。 椒 考虑 产生 此 运动 的 力 与 构 
件 的 惯 星 等 因素, 而 这 些 因素 是 动力 学 分 析 必 有 贫 顾 及 的 。 因 此 系统 的 运动 学 模 
型 注意 的 重点 为 系统 的 约束 关系 ,不 在 于 刚体 系 模型 刚体 的 凶 少 。 本 节 将 介绍 
以 运动 学 分 析 为 日 的 的 机 械 系统 运动 学 模型 建立 的 上 方法。 

机 械 系 统 运 动 学 模 化 包括 系统 刚体 .刚体 间 运 动 学 约束 与 驱动 约束 的 定义 ， 
要 求 系统 独立 的 约束 方程 与 驱动 约束 方程 之 和 等 于 系统 的 坐标 数 。 最 后 ,根据 
系统 的 几 伍 关系 ,完成 系统 约束 上 方程式 (3.2 一 8) 凡 其 速度 与 加 速度 约束 方程 的 
组 集 , 

异化 的 第 一 步 应 仔细 画 出 机 械 系 统 的 刚体 系 模型 中 刚体 与 镑 的 连接 示意 。 
然后 , 肯 按 以 下 步 又 和 进行. 

(1) 定 关 刚体 ,统计 刚体 的 个 数 入 ,对 刚体 进行 编号 ,分 别 记 为 B(;=1. 
2,…,N)。 建 凿 公共 基 ,在 每 一 个 刚体 上 定义 一 连 栖 基 , 此 连 体 基 的 基点 可 在 刚 
体 的 质心 ,也 可 从 运动 学 方程 简洁 的 角度 出 发 定义 在 其 它 的 位 置 ， 

(2) 定义 匀 “” 对 匀 进 行 编号 ,分 别 记 为 万 (7-1,2,…}。 定 义 每 个 较 的 类 
者 与 统计 较 的 约束 方程 个 数 ;。 

上 上 述 两 步 通常 应 该 综合 考虑 。 由 十 系统 模 曹 的 拓扑 定义 不 是 唯一 的 ,为 了 
减少 运动 学 分 析 求 解 的 规模 ,应 该 充分 利 几 组 合 匀 ,减少 模 氏 中 的 刚体 与 较 的 个 
数 。 

(34 对 模型 进行 初步 的 检查 。 先 计算 模型 的 总 坐标 个 数 xn。 通常 描述 系统 
位 形 的 坐标 个 数 为 3N。 应 该 注意 对 了 一 些 特殊 的 较 ( 如 后 轮 副 ) 有 附加 坐标 ， 
此 时 系统 的 总 坐标 数 为 它们 两 者 之 和 ,再 计算 自由 度数 3=% -ss。 通 过 对 愿 
机 械 系 统 自由 上 度 直观 的 估计 ,对 定义 的 模型 进行 初步 的 检查 。 如 果 模 型 的 自 日 
度数 与 原来 的 机 械 系统 的 - 致 ,可 初步 认为 此 模型 是 合理 的 。 如 果 白 由 度数 大 
于 或 小 于 原来 机 械 系统 的 自由 度 ,说 明 可 能 引信 了 爷 余 约束 或 存在 其 它 定 文 错 
兢 的 问题 , 需 排除 。 当 然 上 述 的 初步 检查 对 于 简单 的 系统 根据 用 户 的 经验 有 是 可 
关 阮 的 ,对 于 复杂 系统 , 宛 余 约束 需 通 过 数值 计算 由 计算 机 来 完成 ( 电 3.2 3 的 
介绍 )。 
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(4) 定义 张 动 约 束 方程 。 根 据 自由 度数 了 定义 与 其 相等 个 数 的 独立 驶 动 约 
束 方程 。 

(5) 定义 约束 方程 的 参数 。 根 据 每 一 个 匀 的 类 型 填写 数据 表 , 包 括 匀 号 . 铁 
的 类 型 相关 联 刚 体 的 刚体 号 与 有 关 锐 的 其 它 参 数 。 对 于 驱动 约束 定义 给 出 相 
应 的 时 间 己 知 函 数 。 

至 此 系统 的 模型 定义 结束 。 下 面 举 几 个 侦 于 来 说 明 模 型 定义 的 过 程 。 


[ 例 3,5~1] 考虑 例 3.3-3 的 曲柄 滑 块 机 构 。 如 果 曲 柄 以 等 角速度 w 旋 
转 ,初始 方位 角 为 nj2, 试 建立 系统 的 运动 学 方程 。 

解 ; 根据 例 3.3 一 3, 系 统 定义 为 有 四 个 刚体 组 成 ,N = 4。 系 统 的 坐标 个 数 
为 =3x4=12。 坐 标 阵 为 

gq={g 和 9 gq4) 

定义 转动 镜 三 个 (Hi 一 态 ;), 背 移 铵 一 个 (H,) ,两 个 绝对 位 置 约 来 ( 右 , 与 
He) ,一 个 绝对 角 约 束 (五 ; )。 主 约束 方程 的 总 数 ; = 11。 根 据 较 在 刚体 上 的 位 
置 ,系统 的 参数 已 在 表 3.3-2 中 给 出 。 至此 ,曲柄 一 背 块 机 构 的 刚体 系 模型 主 
约束 方程 定义 结束 。 机 构 的 自由 度 8=12 -11=1。 此 模型 的 自由 诬 与 机 构 的 
自由 度 - 致 。 需 增加 一 个 驱动 约束 。 此 约 东 下 定义 为 曲柄 与 支 座 相对 转动 的 驱 
动 约 束 ， 根 据 铵 在 刚体 上 的 位 置 ,相对 旋转 驱动 约束 大 数 如 表 3.5-1 所 东 , 日 
ft 十 2 有 


表 3.5-1 相对 旋转 驱动 约束 


BE = gp wt -n=0 (1) 
由 式 (3.4 一 19), 此 驱动 约束 方程 的 雅 可 比 、 速 度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
Ds = 0 DD, Di = 0 1), Bl =- wy =0 (2) 


在 此 ,系统 的 运动 学 模型 定义 结束 ， 系统 的 主 约束 方程 与 附加 驱动 约束 构 
成 系统 的 运动 学 方程 , 即 
f『 Dr 
Ds" | 
方程 的 雅 可 比 和 速度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 分 别 为 


| [7 | fy 
”= Ee i “7 | | | (4) 


= (3) 
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式 (3) 与 (4) 中 的 主 约束 方 程 @ = 和 及 其 加 与 了 分 别 见 侈 3.3 一 3 之 式 (2) 一 人 4) 

直接 利用 《理论 力学 问题 求解 器 上 并 见 附 录 C) ,将 例 3.3 一 3 的 曲柄 滑 块 机 构 
主 约束 方程 的 数据 输入 软件 ,首先 进行 白 由 度 分 析 , 得 到 回 管 为 1， 然后 将 本 人 
的 哎 动 约束 方程 ( 今 一 xz) 的 数据 给 人 软件 . 计算 机 按 数学 模型 进行 仿真 计算 。 
州 尸 可 通过 后 处 理 以 数 表 或 曲线 的 形式 观察 系统 各 灾 量 的 时 间 响 应 ,也 可 以 动 
夯 的 形式 观察 整个 系统 的 运动 情 痪 .图 1 折 示 的 是 潜 块 B; 的 位 移 曲线 ,图 2 所 
未 的 是 Bi 的 速度 曲线 ， 


8 
6 6 
7 4 
5 » 
上 有 站 1 

禄 

和 2 
3 一 4 
-6 
一 

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 

时 间 /s 时 间 /s 


图 3 给 出 的 曲柄 一 滑 块 机 构 的 另 一 种 运动 学 模型 的 示意 图 .此 模型 为 两 体 
模型 。 刚体 B, 为 曲柄 ,刚体 BB 为 清 块 坐标 个 数 为 -3x2=6。 连 体 基 与 公 
共 基 的 定义 如 图 所 示 。 描 述 位 形 的 坐标 阵 为 

qg= {a9 gi) 

两 刚体 间 有 -个 连 杆 约束 式 (3. 3 一 寻 ? 记 为 昌 , ,方程 数 为 1。 曲 顶 与 公共 
基 有 2 个 绝对 位 置 约 划 武 (3.3- 3) 与 (3.3 - $) 记 为 三, 与 日 ;, 滑 岂 与 公共 基 有 
1 个 绝对 位 置 约 来 式 (3.3 一 3) 记 为 五 与 一 个 绝对 角 约 史 式 (3,3 一 18) 记 为 
H;, 共 4 个 绝对 约束 方程 。 根据 匀 在 刚体 上 的 位 置 ,系统 的 约束 方程 的 参数 如 
表 3.5-2 所 让 。 


例 3.5-1 图 3 
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表 3.5-2 曲柄 连 杆 约束 方程 参数 和 


主 约束 方程 的 总 数 =5。 主 约 东 方程 及 其 雅 可 比 . 速 庶 与 训 速 度 约束 方程 
的 右 项 分 别 可 组 集成 如 下 形式 ; 
DI™ {ry T12008 PI) + (ys — yi 28in pi) ~ 16) 


PT! 下 
了 1 | 
tury} 一 
dD" 一 3 ” | 三 | 一 必 (5) 
ci) YY | 
， 4 二 
fr》 im) 1 
di Die, [2 | yi 
tary 
Da 0 Dy. 1 
， 
ty) ， | . 
‘= 0 = G0 y=! (0) 
{nw Lay) 
0 Bi Pi WW / 
Ps” Ys 


0 Pi 
机 构 的 目 由 度 $8=6-S=1。 此 模型 的 自由 度数 与 原 机 构 ~ 致 。 需 附 吉 -个 豫 
动 约 更. 根据 图 所 未, 此 驱动 药 东 为 绝对 旋转 驱动 约 东 式 (3.4- 7)。 已 知 男 顶 
以 等 角速度 w 旋转 ,初始 方位 角 为 xj2, 那 么 式 (3.4 一 7) 中 的 ce (1) = wt + xf2， 
绝对 旋转 驱动 约束 


B= pw r=0 (7) 
由 式 (3.4 一 10), 此 驱动 约束 方 各 的 雅 可 比 、 速 度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
De 0 (8) 


在 主 约 束 方程 上 附加 虐 动 约束 构成 菜 统 的 运动 掌 方 程 
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Dp" | 
e -jsl=a (9 ) 
方程 的 雅 可 比 ,速度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 有 
DD | | ri [0 | 网 
一 二 ， 一 | 3 一 ， 一 10) 
og op) wo Ee 中 


比较 曲柄 一 滑 块 机 构 两 个 刚体 系 运 动 学 模型 。 例 3.3 -3 模型 移 约 束 方程 
个 数 为 12, 本 例 模型 的 约束 方程 个 数 为 6。 显然 此 模型 远 比例 3. 3 - 3 模型 简 
语 。 

与 例 3,3 一 3 模型 的 约束 方程 可 以 缩 并 一 样 ,上 述 模型 也 可 以 缩 并 。 

如 时 将 方程 (5) 的 后 四 式 代 人 第 一 式 , 主 约束 方程 可 化 简 为 1 个 , 即 

中 3 一 “zeospl — 12=0 

由 此 方程 与 驱动 约束 方程 构成 男 一 种 更 简洁 的 系统 运动 方程 , 即 
$'™ | ‘x2 — ZX2C08 gp! 一 "| _) 
Dd 的 一 wt — nl2 
它 征 以 表 卡 尔 坐标 8=(o zx:) 的 系统 运动 方程 ,与 送 动 学 方程 式 (3) 与 (9) 
均等 价 。 该 方程 的 雅 可 比 ,速度 与 加 速度 约束 方程 为 
0 PP] 2 ~ "| @ - | | oy - 2z3 一 git | 

从 此 例 可 见 , 运 动 学 方程 的 规模 和 复杂 程度 与 系统 的 模 化 有 关 。 另 外 与 连 
体 基 的 定义 有 关 。 如 果 连 体 基 的 基点 能 选 在 非 时 变 的 位 置 处 ,使 描述 系统 的 位 
形 华 标的 个 数 减 少 ,从 而 使 约束 方程 大 大 简化 。 下 茄 再 着 几 个 例 - 子 。 


一 


DD, = 
LL 


[ 例 3.5-2] 图 示 机 构 遂 过 齿轮 ~ 齿 条 的 运动 实现 由 丁 的 来 回 运 动 。 齿 
轮 芍 节 各 半径 为 1, 在 图 示 位 置 以 
sint3.142) 的 规律 左右 来 回转 动 。 试 建 
立 系 统 的 运动 学 方程 。 

解 : 此 机 构 可 定义 一 个 三 刚体 运动 
学 模型 与 其 等 效 。 央 体 马 为 从 条 ,刚体 
了 为 齿轮 ,刚体 BB 为 曲柄 。 在 讨论 运动 
字 问 题 时 则 柄 与 齿 条 的 连接 杆 质量 忽略 
不 计 : 坐标 个 数 为 环 二 3Xx3=9 定 六 
连 体 基 与 公共 基 如 图 所 示 。 描 述 位 形 的 例 3.5--2 图 1 
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坐标 阵 为 


q= (gq qi gq) 
齿轮 与 公共 基 有 两 个 绝对 位 属 约 束 式 (3.3 一 3) 与 (3.3 一 5), 记 为 及) 与 
胡 ;,。 雌 条 与 公共 基 有 一 个 绝对 位 置 约 来 式 (3.3 一 3) 与 录 对 角 约 束 民 
(3.3 一 18), 记 为 日 ; 与 五 ,。 曲 柄 与 公共 基 有 两 个 绝对 位 置 约束 式 (3.3- 3) 与 
(9.,3~5), 记 为 日 ; 与 Ho。 共 名 个 绝对 约束 方程 .齿轮 一 上 内 条 副 约 条 由 滑 移 旋 
转 匀 式 (3.3 一 59) 与 附加 约束 式 (3.3 一 85), 记 为 日 ;与 日 ;方程 数 为 2, 根据 
表 3.5-3 齿轮 - 齿 条 机 构 约束 方程 参数 表 


约定 , 按 图 示 几 何 尺 寸 有 y=0。y,=wj2,0=zj2 均 有 c=0。 具 条 与 曲 档 间 有 
一 等 距 约束 式 (3.3- 64)》 记 为 H。。 约 束 方程 的 总 数 ， = 9。 根 据 较 的 位 置 系统 
的 参数 表 列 在 表 3.5 3。 约束 方程 为 


Bi = 1) 
$1 = ys =0 (2) 
By =y -1=0 {3) 
Ba = p10 (4) 
B=-2=0 (5) 
Bi = y=0 (61 
PB = rr +p gi} 0 (7) 
BT = y,— y+1=0 (8) 


Do™ = (x x 二 oos 3 一 2cos pi1) + (ys— y+ sin 4 一 2sin g) “1=0 
(9) 
9 个 方程 ,9 个 坐标 ,系统 运动 学 模型 的 自由 度 为 零 。 显然 模型 定义 有 误 。 经 检 
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查 . 上 述 方程 中 式 (2),(3) 与 (8) 中 有 1 个 元 余 , 现 将 式 (8) 去 除 。 故 寺 述 3 个 主 
约束 方程 中 有 8 个 是 独立 的 。 机 构 的 自由 度 $= 二 9 一 8 二 1。 此 模型 的 自由 度数 
与 原 机 构 一 致 。 需 附加 1 个 驱动 约束 。 根 据 已 知 条 件 , 此 驱动 约束 为 绝对 旋转 
驱动 约束 式 43.4 一 了) ,有 
Si = 91 — sin(3.141) = 0 (10) 

方程 式 (1) 一 (7),(9) 与 (10) 构 成 系统 的 运动 学 方程 。 系 统 约束 方程 的 雅 可 比 、 
速度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 可 根据 前 几 个 例子 的 类 似 的 方法 调用 各 约束 的 约 
束 方程 雅 可 比 、 速 谨 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 进行 组 集 。 

直接 利用 4 理论 力学 问题 求解 器 》( 见 附录 局) ,将 上 述 数 据 输入 软件 。 软 件 
自 先进 行 自由 度 分 析 ,得 到 回答 为 1。 然后 将 驱动 约束 条 件 输入 ,计算 机 按 数 学 
模型 进行 仿真 计算 。 用 户 可 通过 后 处 理 以 数 表 或 曲线 的 彤 式 观 察 系统 各 变量 的 
时 间 响 应 ,也 可 以 动画 的 形式 观察 整个 系统 的 运动 情况 。 图 2 所 示 的 是 构件 也 
的 角度 曲线 ,图 3 所 示 的 是 BB 构件 的 角速度 曲线 。 


1.5 4 
1.0 1 2 
E 0.5 . 0 
0.0 姨 2 
0 05 1 15 20 25 4 OO 95 10 15 20 25 
时 间 /s 时 间 /s 
例 3.5-2 图 2 例 3.5-2 图 3 


如 果 不 通 过 《理论 力学 问题 求解 器 》, 读者 可 首先 对 上 述 运 动 学 方程 进行 缩 
并 。 解 出 式 { 一 (6) 代 人 式 (7) 与 (9) ,得 到 由 式 (7),(9) 与 {10) 等 三 个 方程 构 
成 的 系统 运动 学 方程 , 即 


P77™" / ~ 71+ 2 1 

B= =|(-zteoso-2)2+(-1+sno) -1 =0 (11) 
Wy os — sin 3.14: =0 | 

该 运动 学 方程 的 笛 卡 尔 坐 标 为 


4 二 (x 2 gpa) 
方程 (11) 与 原 10 个 方程 构成 的 运动 学 方程 。 通 过 对 式 (11) 求 一 .二 阶 异 数 ,可 
得 到 约束 方程 的 雅 可 比 ,速度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 为 
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一 1 0 
PD = 120 -cos e+2) 0 27x, + sin 3 一 2008 gs (12) 
0 | 0 
| 0 
p= 0 ， 
一 3.14cos 3.14r 
0 1 
y= | 一 27rig3Sin wi 一 [2(7 + 2)cos wp — sin pig? (13) 
3.14 sin 3.14t J 


由 (1D 一 (13) 同 样 可 进行 运动 学 分 析 ,显然 要 方便 得 多 - 


[ 例 3.5-3] 图 示 机 构 为 汽 斌 的 配 气 系 统 。 图 中 a=4 cm,b=3 cm,e= 
2 ecm。 站 轮 的 外 形 曲 线 是 半 答 为 + ==1 cm 的 圆 ,圆心 偏 置 转 畏 e=0.25 cm。 试 
建立 系统 的 运动 学 方程 。 

解 : 系统 的 刚体 系 模型 可 定义 为 4 个 刚体 构成 ,它们 分 别 为 凸轮 , 顶 杆 、 括 
臂 洒 气 站 ,编号 为 B 主 B。N=4, 刚 体 笛 下 
尔 坐 标 个 数 为 3x4:- 12。 建 立 连 体 基 与 人 么 芋 
此 如 图 所 示 。 支 座 ( 滑 槽 ) 固 结 在 公共 基 ， 口 
花 情 支 座 有 2 个 绝对 位 置 约束 式 (3.3 一 3) 与 
(3.3-5), 分 别 记 为 日 , 与 H;。 顶 杆 与 训 楷 
有 1 个 绝对 位 置 约束 式 (3.3 一 3),1] 个 绝对 角 
约束 式 (3.3 一 18), 分 别 记 为 Hj 与 万 ，: 
授 辟 写 支 内 有 2 个 绝对 位 置 约束 忒 (3.,3 
3 与 人 3.3-5) 分 别 记 为 ,与 Hoe。 顶 
什 与 滑 槽 和 气门 与 滑梯 各 有 1 个 绝对 位 
置 约 束 式 (3.3-3),1 个 绝对 第 约 卓 式 
(3.3- 18) ,分 别 记 为 百 ; 与 昌 ,。 上 山花 与 项 杆 网 3.3-3 羡 
闫 为 凸轮 一 顶 杆 副 , 记 为 号 , ,外 形 曲线 极 于 标 为 sj (8 )=1。 有 2 个 约束 方程 
式 (3.3 一 109)。 顶 村 与 播 臂 和 气门 与 摇 辟 均 为 滑 移 -旋转 匀 式 (3.3 - 59) ,分 别 
记 为 Hi 与 Hi ,共有 2 个 约 东 方程 。 此 模型 有 [1 个 镁 ,共有 约束 方程 =]? 
个 : 根据 贸 的 位 置 系统 的 参数 表 列 在 表 3.5- 4。 注 意 凸 轮 - 顶 杆 副 有 1 个 措 
述 卢 毗 外 形 的 附加 坐标 妨 式 (3.3- 110) , 故 系统 的 坐标 个 数 为 了 =12+1_13， 
上 坐标 阵 为 
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表 3.5-4 汽缸 的 配 气 机 构 约 束 方程 参数 表 


将 表 3.5 -4 中 的 参数 代入 相应 的 约束 方程 有 


Di =z1=0 (1) 
DB = y= (2) 
By” = .r=0 (3) 
D1” = gp, =0 (4 ) 
DB” = .7-3=0 (5) 
BY = yy -9.25=0 (6) 
By" = 7 —6=0 (7) 
Ps” = ga =0 (8) 
(一 《zl 一 ahsin ga + (y1 — ya cos 名; 十 
;= sin(g; — ps +O)+0.25c0st pl — pa) +4. =0 (9) 
~ cos{ pi — ga+ 0) 


P= (rca)sin p+ (ys — ya)cos gy+deos(g;— g3)=0 (10) 

PI (rr)sin pi + — y,)eos 23 +2cosl ps — a) = (11) 

上 述 12 个 方程 为 系统 的 主 约束 方程 。 模 型 的 自由 度 8=13-12=1。 此 模型 的 

自由 度 与 机 构 的 自由 度 一 致 , 需 增 加 -一个 驱动 约束 。 此 约 上 开 可 定义 为 凸轮 绕 支 

座 绝 对 族 转 驱动 约束 式 (3.4 - ?7)。 如 果 凸 轮 以 等 角速度 w=x 旋转 ,初始 位 置 
如 图 所 示 。 则 有 cs (2) 一 3.142， 

DB = og 3.14:=0 (12) 

这 伴 ,方程 组 (1 一 (12) 成 封闭 的 运动 学 方程 ， 该 方程 的 雅 咱 比 .速度 与 加 速度 
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约束 方程 的 大 项 可 根据 前 几 个 例子 的 类 似 的 方法 调用 各 约束 的 约束 方程 雅 可 

比 ,速度 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 进行 组 集 。 然 后 通过 计算 机 进行 运动 学 分 析 。 
同样 上 述 运动 学 约束 方程 可 缩 并 。 将 式 (1) 一 (8) 代 人 式 (9) 一 (11), 经 上 整 

理 , 式 (9) 一 (11) 可 简化 为 

1 一 +Sint pi + 0.)+0.25c08 qi 十 二 


DD = _ oul ,+0,) (13) 
DI-3 sin oy- (yy —5.25} cos ;= (14) 
PP = 3sin wt(y — 7.25) cos w=0 (15) 

其 中 式 {13) 中 的 第 二 式 可 每 为 
5 + 有 -2=0 (16) 


对 照 图 示 读 者 不 难 验 证 约束 方程 414) 一 (16) 的 正确 性 。 将 式 (16) 代 蔡 式 (13) 的 
第 二 式 , 方 程 (13) 一 (15) 与 驱动 方程 (12) 可 构成 以 坐标 为 
= (8p Y py Ys 8) 


的 运动 学 方程 , 即 
‘BD -2+ sin(g1 + 1)+0.25 eos +4 
[Be | p11 + 0 —1.57 
DD = gf .二 3sin $3 + Cy — $.25)c0s 9 -0 (17) 
gee -3sin 9 + (ys 一 了 .25)cos 9: 


PI — 3.147 
此 方程 与 原 运 动 堂 方程 等 和 价 ， 由 此 可 和 解 出 lL 4 与 9 的 时 间 历 程 。 通 
过 对 式 (17) 求 一 ,二 阶 导 数 , 可 得 到 约束 方程 的 雅 可 比 ,速度 与 吉 速 度 约束 方程 
的 右 项 ,它们 分 别 为 


cos{ pi +8)- 0.25sin pg! 一 1 0 0 cos( pr + 91)1 
1 0 0 0 1 
他 ,= 0 cos py 3005g3 — (y2 -5.25) sing: 0 0 
0 0 一 3eos 3 ~ {y, —7.25) sin gs cos p 0 
| ] 0 0 0 0 ) 
Cpt OY sin(g, +O)+ 和 .25Spleos oi 
0 0 
DD, = | 0 ， Y= | 393sin pit ly -5.25) gicos ga + 2y2 wisin 3 
' 0 


-393sin p3— (ys 一 7.25)03 Cosgps + 2y4 Fa 
0 


习题 


3-1 对 于 -曲柄 请 块 机 构 , 建 立 三 个 不 同 但 等 效 的 运动 学 模型 并 且 写 出 它们 的 参数 
志 . 

3-2 题 岁 所 未 一 小 铁轨 车 由 齿轮 驱动 。 豫 
动 齿轮 为 HB ,从 动 此 连 为 Be 与 访 。Bi 的 节 轿 半径 
为 0.1$ my, 了 与 也 节 图 半径 为 0.375 ms 当 B 以 
等 角 加 速度 10r radis 由 静止 驱动 到 角速度 为 20r 
radis 时 ,试用 分 离 变 量 法 或 附加 时 动 芍 东 法 求 小 东 
的 位 穆 .速度 和 加 速度 ， 

3-3 推导 出 齿轮 一 此 条 副 约 束 方程 的 雅 可 
比 反 阵 和 加 速度 约束 方程 右 顺 。 

3-4 推导 凸轮 -从 动 副 约束 方程 的 雅 可 比 
矩阵 和 加 速度 约束 方程 右 项 。 

3 一 5 推导 凸轮 -平面 从 动 副 约束 方程 的 雅 可 比 柴 阵 和 加 速 席 约 束 方程 而 项 、 

3-6 题 图 所 示 机 构 由 液压 红 的 活塞 妃 时 动 , 道 过 连 杆 取 带动 滑 块 B 上 下 运动 ,图 
中 -0.32 ms 连 杆 也 的 长 度 疡 =0.32 m. 活 周 生 固 结 于 地 面 , 倾 骨 y=45. 活塞 访 的 
豫 动 规律 为 上 = 16+0.08z (i 的 单位 为 sm 和 是 的 单位 为 mm) 推 动 点 已 。 试 用 分 离 变 量 法 
或 附加 驱动 约束 法 求 当 8=45° 时 滑 块 B 的 位 移 .速度 和 加 速度 . 


题 3 一 2 赂 


题 3-6 图 题 3-7 图 


3 一 7 了 题 几 所 小 总 简 本 可 绕 点 口 转 动 , 杆 Bi 通过 在 剖 简 防 中 的 滑动 ,带动 清 块 Bi 堪 
布 远 动 ， 套 简 及 的 转动 规律 为 8= m3+0.25r 一 p(t 的 单位 为 s,8 的 单位 为 rad), 试 求 当 
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1 =0.25 s 时 点 A 的 位 移 ,速度 和 加 速度 。 

3-8 题 图 所 示 “ 连 杆 机 构 - 构件 B 和 了 多 之 间 的 相对 角 被 驱动 ,驱动 规律 为 
的 一 归 一 rt 站 gtrE[0,8] s)。 求 当 1=6s 时 点 BA 的 位 移 、 速 度 和 加 束 府 ， 

3-9 题 图 所 示 机 构 由 三 个 构件 组 成 , 即 套 简 Hi , 秆 访 与 曲柄 Ba。 公 共 基 与 各 构件 的 
连 体 基 如 图 所 示 。 杆 成 相对 于 套 简 卫 有 相对 滑动 , 令 矢 量 六 =T 口 | 全: ,如 果 该 相对 滑动 受 
控 , 其 驱动 规律 为 : 引 :=0.11 一 0.4(tE[7.5,127 s) 求 当 os =0 时 oa 和 的 值 。 

3-10 一 机 构 的 连 体 基 与 公共 基 如 题 图 所 示 。 构件 B 的 转动 驱动 规律 已 知 , 邮 


一 3 | 


91= 学 +1 语 t(t 的 单位 为 s, gi 的 单位 为 rad)。 设 机 构 的 位 形 符 标 为 4=《x， y， 姑 )", 利 用 


古 3 一 8 图 是 3 一 9 图 


附加 驱动 约 东 法 的 计算 步骤 ( 见 3.2.2) 计 算 1=0 和 :=0.1 两 时 刻 的 gl2),9(1),9(r1), 求 
位 形 坐 标 值 时 ,采用 N-R 方 法 ( 见 附录 B.2), 令 :=0 的 先 代 初 值 qi = 9 由 (0) = 
0.105 0.173 5x/3) ,计算 精度 定 为 s.=e =0.000 1。 

3 一 11 题 图 所 示 机 构 为 ”长度 方 0.2m 的 单 摆 悬 挂 在 汕 块 上 。 机 构 的 连 体 基 与 公共 基 


如 图 所 示 。 消 块 和 摆 分 别 由 绝对 和 转动 驱动 件 所 驱动 ,其 规律 为 ,一 击 t，gz = 亚 + 证 :tt 


的 单位 为 s, pa 的 单位 为 radj。 庶 机 构 的 位 形 誉 标 为 加 =(zrl gg zx 2 ) ,利用 附 
加 驱动 约束 法 的 计算 步骤 ( 见 3.2,.2) 计 算 :=0 和 :=0.1 两 时 刻 的 gt,att),gtr)y。 求 位 
形 华 标 值 时 ,采用 N 一 尺 方法 { 见 附 录 8.2), 令 上 =0 的 选 代 初 值 为 gm = go (0) = 
t0 0.001 0.15 ~0.173 m6) ,计算 精度 定 为 e.=s.=0.000 1。 

3-12 题 图 所 示 为 一 薄板 切割 机 构 , 尼 让 四 个 构件 组 成 :曲柄 虐 . 刀 辟 2. 皖 辟 3 和 机 架 
4, 分 别 由 旋转 贸 连 接 。 公 共 基 与 每 个 构件 的 连 体 基 如 图 所 示 。 曲 柄 | 长 0 人 4 m。 较 B 与 锐 
人 的 间 到 为 0.28m, 贸 刀 与 冬 筷 的 间距 为 0.4ms 矿 片 严 在 刀 臂 2 连 体 基 上 的 坐标 为 


荐 3 一 10 图 古 3 一 11 图 


0.32 m0.24 my), 刀片 久 在 揪 臂 3 连 体 基 上 的 坐标 为 外 .14m 0.2m)。 尖 湛 位 置 点 PP 
与 Q@ 的 .x 太 向 的 速度 具有 特 珠 意 浆 。 在 实际 的 
机 构 中 …* 张 张 纤维 板 或 金属 板 进 给 到 两 刀片 之 
间 , 放 两 刀片 周期 性 地 侣 扰 来 切断 薄板 两 刀 丸 
的 工 方 向 的 速度 与 送 板 速度 要 非常 淮 确 地 协调 
配合 . 现 曲 梢 1 以 转 建 aa =60 rimin 按 首 时 针 驰 
动 。 令 初始 时 曲柄 处 在 水 平 位 置 ， 

(1} 对 系统 进行 运动 学 横 型 的 定义 ,计算 广 
义 坐 标 和 约束 的 数目 ,以 求 出 自由 度数 。 并 从 物 
理 上 进行 校 核 ， 

(2) 建立 机 构 约 东方 程 的 参数 表 , 利 用 4 理论 
力学 问题 求解 器 # 进 行 计算 , 令 zxE 0,3]s， 

(3) 利用 求解 器 的 动画 显 泵 ,观测 点 呈 和 驴 
的 运动 轨迹 ， 

3-13 考 藻 如题 图 所 示 的 机 构 , 由 四 个 构 性 
组 成 : 即 曲 柄 1 .齿轮 2. 齿 条 3 和 机 架 4。 如 图 建立 了 公 具 基 与 连 体 基 。 齿 轮 的 节 图 半径 为 
0.01 mm ,以 转速 =60 nmin 按 须 村 针 方 向 驱动 , 令 初 始 时 曲柄 处 在 水 平 位 置 ， 

(1) 对 系统 进行 运动 学 模型 的 定义 ,计算 广义 坐标 和 约 东 的 数目 ,以 求 出 自由 度数 ,并 从 
物理 上 进行 疫 核 ， 

(2) 建 卫 匀 的 参数 表 , 利 肌理 论 力 学 问题 求解 器 》 进 行 计算 , 令 EE[0,271 

(3) 利 有 局 求解 器 的 运动 曲线 输出 观测 ; 

(a) 齿轮 质心 的 位 移 .速度 和 如 速度 的 时 间 历 程 ， 

《bj 曲柄 的 和 角 位 移 . 角 速 得 各 和 负 加 速 庆 的 时 间 语 程 ， 

(c) 齿 条 的 角 人 位移、 角速度 和 和 角 加 速度 的 时 间 上 启程 . 
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题 3 一 13 网 

3 一 14 题 图 所 示 为 一 及 片 随 动机 构 , 它 由 四 个 构 伟 组 成 : 曲 俩 1、 从 动 杆 2.、 扬 壁 3 和 机 
架 4, 分 别 由 旋转 冬 和 连接。 公共 基 与 每 个 攀 件 的 连 体 基 如 国 所 示 。 上 曲柄 1 与 揪 茧 3 长 分 别 六 
人 .0135 im 与 0.03 m., 锐 吾 与 饼 上 的 间距 为 心 ,05 m, 其 他 尺寸 见 图 。 从 动 杆 2 上 的 点 了 起 拉 
胶片 移动 的 作用 。 现 则 柄 ] 以 转速 x =1 000 rmin 按 道 时 和 针 豫 动 。 令 初始 时 曲柄 椒 在 术 平 
位 置 ， 

(1) 对 系统 进行 运动 学 模型 的 宗 交 ,计算 广 妾 坐标 和 约束 的 数目 ,以 炒 出 自由 度数 .并 
从 物理 上 进行 校 核 。 

(2) 建立 机 构 的 束 方程 的 参数 表 , 利 用 $ 埋 论 力学 问题 求解 器 》 进 行 计算 , 令 iE[0,3] s。 

(3) 利用 求解 器 的 动画 显示 ,观测 点 PP 的 运动 轨迹 - 
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第 2 章 与 第 3 章 介 绍 了 点 ,刚体 与 刚体 系 运 动 学 及 其 分 析 的 方法 。 作 为 - 
个 存在 约束 的 刚体 系 ,描述 它 位 形 的 独立 坐标 个 数 是 唯一 的 ,运动 学 的 问题 是 在 
已 大 独立 坐标 运动 的 情 总 下 研究 系统 各 刚体 的 位 形 、 速 度 与 加 速度 ,在 此 基础 上 
可 得 到 刚体 上 给 定点 的 运动 学 。 在 进行 运动 学 分 析 时 不 考虑 系统 外 物体 对 其 力 
的 作用 和 刚体 相互 之 间 力 的 作用 。 事 实 上 存在 独立 坐标 的 系统 ,在 受 力 的 情况 
下 ,物体 的 运动 与 施加 在 其 上 的 力 有 关 , 建 立 力 与 运动 的 关系 是 动力 学 研究 的 任 
务 。 此 外 ,这 种 关系 与 物体 的 惯性 有 关 , 故 在 处 理 动力 学 问题 时 还 必须 考虑 物体 
的 质量 分 布 ,这 也 是 动力 学 与 运动 学 不 同 之 处 。 

质点 、 质 点 系 ( 包 括 刚 体 与 刚体 系 ) 动 力学 的 基本 问题 有 二 类 : 

(1) 已 关系 统 所 受 的 力 , 求 它 们 的 运动 规律 , 称 为 动力 学 正 问题 。 

(2) 已 知 系统 的 运动 规律 , 求 产 生 该 运动 所 作用 于 系统 上 的 力 , 称 为 动力 学 
逆 问 题 。 作 为 特殊 情况 , 当 系 统 处 于 静止 时 ,动力 学 问题 退化 为 静 力 学 问题 ， 

(3) 已 知 系统 的 部 分 刚体 所 受 的 力 与 部 分 刚体 的 运动 规律 , 求 整个 系统 的 
运动 规律 与 受 力 情况 , 称 为 动力 学 混合 问题 。 

如 同 运动 学 分 析 样 ,在 研究 机 械 系统 的 动力 学 问题 时 ,首先 应 定义 该 系统 
的 力学 模型 ,如 质点 .质点 系 、 刚 体 或 刚体 系 。 然 后 ,根据 力学 的 基本 原理 建立 起 
该 力学 模型 的 力 与 系统 运动 的 关系 , 即 运动 微分 方程 , 它 是 该 力学 模型 的 数学 模 
型 。 这 样 ,动力 学 正 问 题 与 混合 问题 成 为 对 运动 微分 方程 进行 积分 运算 的 数学 
问题 。 动 力学 逆 问 题 成 为 对 运动 方程 进行 微分 运算 的 数学 问题 。 建 立 动力 学 数 
学 模型 的 方法 有 矢量 动力 学 与 分 析 动 力学 两 种 。 本 章 将 介绍 矢量 动力 学 基础 ， 
分 析 动 力学 基础 安排 在 第 6 章 。 

天 量 动 力学 的 基础 是 由 伽利略 (1G. Galilei) 莫 定 的 。 他 建立 了 以 观察 与 实验 
为 基础 的 科学 研究 方法 。 牛 顿 继续 了 他 的 工作 ,1687 年 牛顿 在 他 的 名 著 《 自 然 
哲学 的 数学 原理 3 中 对 矢量 动力 学 作 了 系统 的 叙述 。 据 此 ,矢量 力学 又 称 为 和 牛顿 
力学 。 牛 顿 力学 是 质点 动力 学 的 理论 基础 , 它 的 组 成 部 分 为 著名 的 牛顿 二 定律 
以 友 作 为 这 三 定律 补充 的 “ 力 的 作用 的 互 不 相关 定律 "。 半 顿 三 定律 叙述 如 下 . 

第 -定律 ”惯性 定律 。 如 质点 不 受 力 的 作用 , 则 永远 保持 静止 ,或 作 仿 速 直 

第 二 定律 ” 力 与 加 速度 关系 定律 。 质 点 受 一 力作 用 而 产生 加 速度 ,其 方向 
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De 


与 作用 力 相同 ,其 大 小 与 力 的 太 小 成 正比 。 
如 乐 定 尽 质 总 的 质量 为 六 ,作用 于 质点 的 力 矢 量 为 上 上, 质 点 的 肯 时 加 速 虚 


天 量 为 &, 则 此 定律 的 专 达 式 为 


F= re 

第 三 定律 ”作用 与 反作用 定律 。 有 一 个 作用 力 必 存在 另 -- 个 反作用 旋 , 其 
大 小 与 作用 访 祖 将 ,方向 污 作 用 力 相 反 ， 

需要 强调 的 是 作用 与 反作用 力 是 分 别 出 现 在 两 个 相互 作用 的 质点 上 。 

本 章 将 根据 牛顿 的 基本 定律 建立 适用 于 质点 系 .刚体 或 刚体 系 的 动力 学 基 
本 定理 ,为 解决 机 械 系统 的 动力 学 分 析 打 下 基础 。 这 些 基 本 定理 是 动量 定理 , 动 
量 和 矩 定理 与 动能 定理 ,简称 为 和 拓 基 动力 党 的 三 大 定理 。 由 于 动量 定量 、 动 量 和 矩 定 
理 在 处 理 阮 体 与 刚体 系 动力 党 问题 上 占用 重要 的 地 位 ,在 下 一 章 中 还 将 详细 介 
绍 应 用 这 两 个 基本 定理 处 理 系 统 动力 学 问题 的 方法 。 


4.1 力 


4.1.1 力 与 力 系 


在 物理 学 中 读者 已 经 学 过 有 关 力 的 概念 ,本 节 将 作 简 要 的 回顾 与 拓展 。 

力 是 物体 之 间 的 相互 的 作用 ,能 使 物体 的 运动 状态 发 生 改 变 ,或 使 物体 恋 
形 在 理 沦 力学 中 讨论 的 主要 对 象 为 质点 或 刚体 , 则 力 的 作用 只 改变 其 运动 状 
态 。 在 国际 单位 制 中 , 力 的 单位 为 N。 力 具有 如 下 性 质 ; 

(1) 力 对 物体 的 作用 效果 取决 于 力 的 大 小 ,方向 与 作用 点 。 此 性 质 称 为 力 
的 三 要 素 。 可 用 一 个 有 向 线段 来 描述 其 方向 与 大 小 ,用 该 有 向 线段 的 起 点 战 终 
点 描述 其 作用 点 。 线 段 所 在 的 直线 称 为 力 的 作用 线 。 

C2} 在 同 -个 作用 点 ,两 个 力 的 效应 可 由 一 个 称 为 两 力 的 合力 等 效 。 该 合 
力 的 作用 点 不 变 ,合力 的 大 小 与 方向 由 表示 黄 力 的 有 向 线段 为 边 构 成 的 平行 四 
边 形 的 对 角 线 确定 此 人 性质 称 为 力 的 平行 四 边 形 法 则 。 表 明 力 的 合成 符合 矢量 求 
和 法 则 。 力 的 上 述 性 质 表 明 力 是 一 个 矢量 。 

作为 一 种 特殊 情况 ,如 果 作 用 在 一 刚体 上 的 两 个 力 大 小 相等 .方向 相反 ,月 
作用 线 在 同一 条 直线 上 ,其 合力 为 零 ,刚体 处 于 平衡 或 作 人 匀速 直线 运动 。 

考虑 如 图 4~ la 所 示 刚 体 上 的 点 A 受到 力 下 。 点 B 为 该 力作 用 线 上 的 另 

-点 。 和 在 点 和 A 与 百 上 分 别 加 上 大 小 相等 方向 相反 的 一 对 力 天 与 忆 如 图 4 一 1b 
所 示 。 由 于 它们 的 合力 为 零 , 故 刚体 上 增加 这 对 力 不 改 变 原 力 FF 对 刚 栖 作用 的 
效果 。 如 果 力 产 的 大 小 与 的 相等 ,作用 在 点 A 的 一 对 力 的 合力 为 零 。 虹 然 
根据 同一 个 原理 ,去 除 这 对 力 对 刚体 的 运动 无 影响 。 由 此 可 知 力 在 刚体 上 的 作 
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用 点 届 沿 作用 线 延 至 刚体 内 的 任意 点 而 不 改变 该 力 对 刚体 作用 的 误 果 .此 性 质 
称 为 力 的 可 传 性 。 故 对 于 刚体 而 诗 , 力 是 -` 个 可 得 作用 线 上 滑 移 的 滑 移 天 量 . 
考虑 到 这 个 性 质 , 力 的 二 要 素 可 改 为 大 小 ,方向 与 作用 线 -。 注意 对 于 变形 体 , 力 
的 作 册 效果 与 作用 点 有 和 密切 关系 ,作用 点 的 位 置 不 能 随意 改变 。 此 时 力 是 -个 
固定 关 量 


{a) (bb) (©) 
图 4-1 为 的 可 尾 性 

C3) 作用 力 与 反作用 力 同时 存在 ,大 小 相等 ,方向 相反 , 沿 同 -作用 线 分 别 
作用 在 不 同 的 物体 上 。 

和 棚 据 上 述 分 析 , 对 于 作 空 间 运动 质点 忆 的 力 下 ,可 按 三 维 矢量 几何 描述 , 它 
在 某 个 基 的 坐标 阵 为 下 = {FF 下，F,)'。 如 果 质 点 P 作 平面 运动 ,作用 在 该 
点 上 冬 直 该 运动 平面 (约定 为 = 方向 ) 的 合力 为 零 , 放 作用 于 该 点 的 力 FF 在 该 方 
向 的 分 量 不 必 考 虚 。 因 此 ,可 将 该 力作 平面 失 量 处 型 ,其 坐标 阵 为 二 维 , 即 下 = 
(F, F,)', . 

如 果 有 nn 个 质点 所 (二 1,2,…,nn) 上 ,作用 有 个 力 F Ci 二 1,2,…n), 它 
们 构成 一 个 力 系 , 记 为 (Fi, 下 ,…, F,)。 如 果 这 些 力 的 作用 线 可 以 汇 交 于 一 
点 ,该 力 系 称 为 汇 交 力 系 。 作 用 线 相互 平行 的 力 系 称 为 平行 力 系 。 作 用 线 均 在 
同一 个 平面 的 力 系 称 为 平面 力 系 ,作用 线 看 三 维 空 间 分 布 的 力 系 称 为 空间 力 系 、 

由 力 的 性 质 (2), 现 将 力 系 中 % 个 力 FF 的 矢量 和 称 为 该 力 系 的 主 矢 , 记 为 


Fa = YF (4.1—1) 
r—1 


4.1.2 力 族 
为 了 措 述 刚体 运动 的 转动 效应 , 需 引 和 人 抽象 的 力 对 点 的 矩 ( 简 称 为 力矩 ) 的 
概念 。 将 作用 在 质点 了 的 万 下 对 鞭 点 加 的 失 记 为 册 (下 》 它 的 定 六 为 
Mo{F) Er; xF (4.1- 2) 
式 中 :点 O 称 为 力矩 的 矩 心 ; 为 质点 P 关于 从 心 0 的 矢 径 。 显 然 , 力 第 为 -条 
量 , 它 的 方向 重 真 于 由 矢量 ?与 玉 组 成 的 平面 ,大 小 记 为 MM,( 玉 ), 芭 
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MD 了) 三 | MP = Frsin0 = Fd (4.1 -3) 
式 中 ;下 与 7 分 别 为 矢量 F 与 ? 的 模 ;6 为 
两 拓 量 的 夹 角 ; a 为 年 心 到 力 F 作用 线 的 
距离 ( 见 图 4~2)，。 最 然 力 算是 -固定 撩 
量 ,其 作用 点 为 矩 心 。 如 果 有 -个 参考 基 ， 
出 式 (4, 1 - 2) . 汰 矩 在 该 基 的 坐标 式 可 表 
示 为 


MAF)=FF {4.1-4) 
令 r=(z y xz 站, 经 展开 有 


Mo (F) = yr, - zF, (4.1—4a) 图 4-2 对 口 点 的 力 抵 
Mo (F) = zF, - xF, (4.1—4b) 
Mo (FY = xE, — yE, (4.1— 4c) 


上 式 中 的 Mo, (下 ) , Mo,(FF) 与 Mo (下 ) 分 别 为 力矩 矢量 M,( 玉 ) 在 三 个 基 矢 量 
上 的 坐标 , 即 

Mo(F) = (Me (FE) Mo(F) Mo(F))! (4.1 — 5) 

称 Mo (下 ) ,Ma (天 ) 与 Mo (已 ) 分 别 为 力 忆 对 于 过 点 O 的 轴 x,y 与 > 的 矩 ， 
它们 将 用 来 描述 力 对 刚体 绕 此 轴 转 动 的 效应 。 

对 于 平面 问题 ,如 图 4- 3 所 示 , 在 参 

考 平面 Oxy 上 考虑 .平面 力 。 即 点 已 上 

MD 受到 - .作用 的 力 正 , 它 在 该 平面 上 。 由 式 

(4.1 一 4), 该 力 对 O 点 的 矩 为 ML (了 )= 

0、Mo,(F)=0 与 Mo = xF, 一 yF,, 可 见 

该 力矩 的 方向 沿 = 轴 , 其 大 小 等 于 该 力 对 


区 


Oz 轴 之 矩 , 即 
Mo(F) = Mo (FPF)z 
可 4-3 对 Oz 轴 的 力 算 如 果 令 =(x 人 ,FF=(F， 下 并 . 力 
F 对 口 的 矩 的 模 可 表示 为 
Mo(F) = Mo(F) = (ry F= rE - yF, (4.1 -6) 


4.1.3 力 侦 


大 小 相等 ,方向 相反 .作用 线 相 王 平行 的 两 力 称 为 为 偶 ， 例 如 司机 两 手 同 时 
施 于 方向 盘 的 力 下 组 成 一 个 力 但 。 尽 管 天 + 下 =, 但 作用 线 不 重合 , 故 这 两 个 
力 不 可 能 用 - :个 力 与 其 等 效 。 如 果 说 单个 力 是 最 简单 的 力 系 , 则 力 偶 是 另 .种 
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不 可 能 青 简 化 的 简单 的 力 系 . 它 的 作用 效果 是 政变 刚体 转动 状态 ,或 引起 变形 
体 扭曲 。 这 种 作用 效果 可 以 用 力 偶 对 任意 点 的 给 来 衡量 。 任 意 选 定 空 间 中 确定 
的 点 〇 为 短 心 。 记 力 F 的 作用 点 为 P, 产 的 作用 点 为 QQ 令 点 了 与 Q 相对 于 
矩 心 〇 的 矢 径 分 虽 记 为 疡 与 总。 又 定义 疡 相对 于 妆 的 矢量 为 ( 见 图 4 一 4)。 
力 偶 对 矩 心 O 的 力 人 为 
a xFiFoxF= jp XP+iX(- F) 

一 = (7, -Fo) xXF = zxF 
上 式 表 明 , 力 偶 对 任意 点 之 第 性 等 于 失 量 积 
Xx 下 ,与 矩 心 的 选取 无 关 。 将 该 矢量 积 定义 为 
力 个 下 与 天 的 力 偶 矩 矢量 , 简称 为 力 价 矩 , 记 
为 朵 , 即 


六 =2xE (4.1-7) 图 4-4 力 赐 抵 
力 偶 对 刚体 的 作用 效果 完全 取决 十 力 侦 秆 矢量 。 以 后 将 该 力 偶 矩 和 拓 量 表示 旋 
偶 。 既 然 力 偶 的 作用 与 第 心 无 关 , 则 作用 于 同一 刚体 的 力 偶 , 当 力 偶 和 矩 矢量 党 所 
在 的 直线 移动 或 平行 称 动 时 不 影响 力 侦 对 刚体 作用 的 效果 可 见 力 偶 算 矢量 是 
一 自由 矢量 . 

将 力 偶 两 个 力 的 作用 线 所 决定 的 平面 称 为 力 惕 的 作用 面 , 力 偶 矩 矢量 沿 该 
作用 面 的 法 线 , 方 向 以 力 侦 转动 的 右 于 法 则 为 正 向 ( 见 图 4- 4)。 两 个 力 的 作用 
线 的 垂直 上 距离 4 称 为 力 惕 臂 。 与 作用 于 刚体 的 力 的 三 要 素 类 似 , 力 偶 对 刚体 作 
用 取决 于 力 偶 的 大 小 ,作用 面 的 方位 与 力 偶 的 转动 的 方向 ,它们 称 为 力 偶 的 三 要 
素 。 由 于 旋 侦 是 一 自由 矢量 ,可 以 推断 ,在 保持 力 偶 矩 大 小 与 方向 不 变 的 条 件 
下 ,在 力 伪作 用 面 内 随意 改变 构成 力 侦 的 两 力 之 方向 ,成 改变 力 与 力 偶 辟 的 大 
小 ,或 将 力 侦 作 用 面 平行 移动 ,都 木 影响 力 侦 对 刚体 的 作用 效果 。 此 性 质 称 为 力 
偶 的 等 效 性 . 

在 “个 刚体 上 作用 有 个 力 伪 M(i=1,2,… ,nn ), 它 们 构成 个 力 惕 系 ， 
记 为 (Mi ,M,,…,M,)。 力 伪 系 的 合力 偶 垂 邮 为 n 个 力 偶 矩 周 的 矢量 和 . 即 


M= SM (4.1 -8) 


三 


4.1.4 力 系 的 简化 


1. 主 矢 与 主 算 

与 力 偶 不 同 , 力 是 滑 移 矢量 而 不 是 自由 矢量 ,其 作用 线 如 果 作 平行 移动 , 会 
改变 它 对 刚体 的 作用 效果 。 

设 力作 用 于 点 P,O 为 作用 线 外 的 任意 点 。 在 点 O 增加 一 对 大 小 相等 、 
方向 相反 的 力 F' 与 产 ， 它们 的 作用 线 与 力 下 的 作用 线 平行 { 见 图 4 5a)。 旺 
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然 , 妨 下 对 刚体 的 作用 与 三 个 力 下 ,下 与 民 对 刚体 共同 作用 的 效果 相 羽 。 如 果 
力 玉 与 忆 的 大 小 相等 ,下 利己 构成 的 一 个 力 倡 邮 ,那么 可 以 认为 力 下 的 作用 效 
果 与 一 个 力 户 和 一 个 力 偶 M 共同 作用 效果 一 致 ( 见 图 4 一 5b), 可 记 为 = (FF'， 
M)。 巾 此 可 见 ,平移 力 的 作用 线 , 必 须 相应 增加 .个 力 偶 才 可 能 与 原来 的 力 等 
效 ,该 万 个 的 力 偶 矩 矢 晶 等 丁 原 力 下 对 半 移 点 OO 的 力 征 , 即 

M— Mo(F)=#xF (4.1—9) 


| 


(a) (bp) 
图 4 一 5 力 的 平移 向 4 -6 力 系 的 简化 


对 于 一 个 空间 力 系 {( 下 ,FE ，…, 开 ,) 与 空间 廷 意 点 O 〇 ,如 果 将 力 六 平移 到 
该 点 ,在 该 点 有 一 个 力 下 ,与 附加 -个 力 偶 码 与 原 亡 尽 等 效 。 这 样 力 系 (F,， 
F 与 点 口 的 汇 交 力 系 (FF ,， 户 ，,…,F,) 和 力 偶 系 ( 习 ,， 太 ,,…, 半 ) 
等 效 { 见 图 4 一 6)。 由 式 (4.1 一 1) 与 (4.1-8), 汗 交 力 系 的 合力 FE。 与 力 偶 系 的 
合力 侦 矩 MM 分 别 为 


Fr SF = YF (4.1 -10) 
"一 | 2 一 
Mo = SM, = SMo(F) = SF x (4.1 -11) 
:=1 


由 此 可 知 ,一 个 空间 力 系 可 简化 为 - -个 力 与 一 个 为 偶 的 组 台 ,分 别称 为 该 方 系 的 
主 矢 与 主 矩 ,可 记 为 ( 开 ,… ,本 ) = (FRR 天 ) 点 O 〇 称 为 该 力 系 的 简化 中 
心 。 正 矢 等 于 该 力 系 中 各 力 的 矢量 和 。 主 矩 的 力 情 矩 对 等 于 该 力 系 对 简化 
中 心口 之 官 的 矢量 和 。 

下 面 考虑 将 同一 个 力 系 对 不 同 的 简化 中 心 简化 的 结果 ， 今 这 两 个 简化 中 心 
分 别 为 点 吕 与 点 C。 由 式 (4.1- 10) 知 , 力 系 美 于 点 OO 与 点 C 的 主 笑 大 小 与 广 
向 相同 ,是 -不 变量 , 均 为 力 系 的 主 矢 ES 。 力 系 关于 点 O 与 点 C 的 主打 分 别 为 
Mo 与 导 .。 既 然 该 力 系 和 与 (FE , 1M,) 等 效 , 那 么 将 (FF 县, ) 再 向 简化 中 心 C 
简化 ,得 到 的 主 矢 与 主 矩 和 该 力 系 直 接 向 简化 中 心 C 简化 的 结果 (天 、， 邮 .应 
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该 一 致 。 将 (Ft ,M) 向 简化 中 心 C 简化 的 过 程 可 认为 是 一 个 力 Fs 与 一 力 侦 
Mo 向 点 已 简化 。 考虑 到 力 偶 Mo 为 一 自由 矢量 , 故 力 系 关于 两 简化 中 心 的 两 
土 矩 间 的 关系 为 
M. 一 M + mF,) = My +PBxF {4.1— 12) 
式 中 ,5 为 点 O 相对 于 点 CC 的 矢 径 ( 见 图 4 一 7)。 
由 式 (4.1 一 12) 知 , 当 矢 径 5 与 主 矢 FF 平行 或 主 
矢 为 零 ( 即 x Fp=0), 两 证 答 相等 。 耕 则 , 力 系 
的 上 矩 因 简化 中 心 不 同 而 不 同 ， 
将 主 矢 点 积 式 (4.1 一 12) 的 两 边 ,有 
Me -Fe = M Fe {4.1- 13) 


可 见 主 撩 与 主 矩 的 点 积 为 不 变 芋 ， fx 下 
2. 力 系 阐 化 的 结 染 图 4- 7 不同 简 化 中 心 主 矩 的 关系 
当 一 个 力 系 简 化 为 (Fs ,My) 时 可 能 得 到 如 

下 用 种 结果 : 


(1) FF =0,M =0, 即 主 矢 与 主 矩 均 为 零 , 称 该 力 系 平衡 。 

(2) Fe =0,M。 尖 0, 即 该 力 系 与 一 个 合力 偶 等 效 。 

(3) Fs 关 0, Mo =0, 即 该 力 系 与 -个 合 思 等 效 。 

(4) Fa 产 0 与 罚 , 关 0, 且 不 变量 村 : 户 , 关 0, 则 该 力 系 还 可 简化 。 如 图 
4.8a 所 示 ,总 存在 简化 中 心 C, 有 主 矩 MM.. 与 主 矢 F 方向 一 至。 这 种 特殊 的 力 
系 称 为 力 螺旋 ， 


(ah tb} 
图 4-& 力 螺旋 
下 面 推导 力 螺旋 的 简化 中 心 C 的 位 置 与 主 矩 M。。 定 义 点 C 相对 于 点 口 
的 矢 径 为 F。 将 主 矩 Mo 分 解 为 两 个 分 蜡 页 | 与 厌 , , 环 | 沿 主 矢 到 的 方向 , 研 
垂直 于 主 矢 Fi 的 方向 ( 见 图 4.8a)。 力 系 向 C 简化 ,由 式 (4.1- 12) 有 上 上 矩 为 
M = M+ 风 -xx 下 (4.1- 14) 
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考虑 到 力 螺 旋 的 结果 , 即 该 主 矩 应 与 主 矢 方向 -- 致 , 邮 .= 大, , 故 有 


FxXF = M, (4.1 - 15) 
可 知 矢 径 子 、 主 笑 FE 与 主 矩 的 分 量 MI 相 开 垂直, 故 有 
EF, x (FxXF) = (FF, .FoF = FEF (4.1 — 16) 


此 外 ,根据 矢量 几何 ,由 图 4.8a 绅 得。 

M, = 下 x (Mo x POIF: 
将 上 式 代 入 式 (4. 1 一 15) ,再 将 主 矢 六, 灵 积 两 边 ,， 考 虑 到 式 (4 .1 一 16) 与 (1 .2 - 
13), 有 


Fi7? = F, x M, (4.1 — 17) 
瑟 出 此 式 的 坐标 式 , 可 得 简化 中 心 C 天 径 的 坐标 阵 为 
r= FMolFR (4.1 — 18) 
青 由 图 4.8a 可 知 ,此 时 力 系 的 主 矩 为 
Mc = Mi = (Mo ,FJ)FRAFA (4.1 — 19) 


(5) ED 与 县, 关 0, 且 不 变量 Mo :Fs =0, 则 该 力 系 还 可 简化 为 一 个 合 
力 。 

事实 上 ,可 视 这 种 情况 为 (4) 的 特殊 情况 ,由 式 (4.1- 19) 知 , 主 第 M.. = 0。 
即 说 明 对 于 这 种 情况 , 力 系 最 终 可 简化 为 合力 ( 见 图 4 一 8b)。 

综 上 所 述 , 力 系 简化 后 的 最 简 的 情况 有 4 种 , 即 或 平衡 .或 为 -- 个 合力 .或 为 
一 个 合力 偶 . 或 为 -个 力 螺 旋 。 

3. 平行 力 系 的 简化 

考虑 图 4- 9 所 示 一 平行 力 系 ( 玉 ,下 ,…, 户 ,)。 令 这 些 力 的 单位 矢量 为 5， 
几 有 

F,=F6 z (4.1— 20) 

式 中 ,下 为 力 F, 的 模 。 由 式 (4.1 一 10), 该 平行 力 
系 的 合力 为 


Fr = (5 Fh (4.1-21) 
可 见 合力 的 方向 与 力 系 方向 一 改 , 合 力 的 模 为 


:=1 
将 该 平行 力 系 向 点 品 简 化 ,考虑 到 式 (4.1 一 
20) ,由 式 人 4.1-11), 力 系 的 主 上 拓 为 图 4-9 平行 力 系 的 简化 


M, = SixE = FFyxE (4.1 — 23) 
1—1] r—1 
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由 式 (4.1-21) 与 (4.1-23), 有 M, 下 ,=0, 放 平行 力 系 最 终 可 简化 为 一 合力 。 
该 合力 的 简化 中 心 C 称 为 平行 力 系 的 中 心 。 由 式 (4.1 一 18) 可 得 到 该 中 心 的 位 
置 , 即 相 对 于 点 O 的 矢 径 2。 通 过 下 面 的 推导 可 得 到 加 简洁 的 关系 。 由 式 
(4.1 一 15), 考 虑 到 MEF =0, 有 
:x Fr = M,= M, (4.1 -24) 
将 式 (4.1 一 21) 与 (4.1 一 23) 代 入 上 式 , 得 


(入 Fi)x2 = (™ Fz)xB 
1=1 :一 
考虑 到 式 (4.1 一 22), 得 到 平行 力 系 中 心 的 矢 径 与 力 系 作用 点 矢 径 间 的 关系 , 即 


FRF = 3 FF (4.1 — 25) 

该 矢量 式 的 坐标 式 为 可 
Far = 3 Fr. (4.1 — 25’) 

或 展开 ,得 到 中 心 的 三 个 坐标 为 有 
Far = Fr, Pay = > Fo Paz = 六 Fa (4.1 — 25”) 


如 果 将 地 球 的 半径 视 为 无 穷 天 ， 重力 是 典型 的 平行 力 系 ， 它 的 中 心 称 为 重心 
(质心 })。 令 于 个 质点 的 质量 为 zma, ,重力 加 速度 矢量 8 的 坐标 阵 为 g。 有 五 = 
mg。 由 (4.1 一 25 ) 可 得 到 重心 矢 径 的 坐标 阵 为 


mr = 2 mr, (4.1 — 26) 


其 中 , mm = -> mi, 为 质点 系 的 总 质量 。 


4. 平面 力 系 的 简化 

考 感 一 平面 力 系 (六 ,下 ,…, 玉 , )。 力 系 中 力 六 在 参考 平面 上 ( 见 图 4- 
10), 它 的 坐标 阵 为 机 =(F。 FrGi=1， 
…,n)。 对 于 平面 上 的 一 点 D, 如 果 将 力 开 
平移 到 该 点 ,在 该 点 有 一 个 力 下 与 附加 一 个 
力 偶 M,  。 力 开 在 该 平面 内 ,附加 一 个 力 偶 
AM; = ME , 即 它 为 牌 直 于 该 平面 的 矢量 , 力 偶 
矩 的 大 小 M, 为 力 FF 对 于 轴 Oz 的 矩 , 由 式 
[4.1 一 6}, 有 图 4 一 10 平面 国友 的 简化 


ML = (1) F,= wxF,— yF (4.1 — 27) 


tr 


这 样 = 个 力 (下 ,天 ,了 ) 在 点 O 构 戌 一 个 平面 汇 交 力 系 ( 臣 ,Fs EF,) 
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与 一 个 力 偶 矩 方向 均 沿 该 平面 法 线 的 力 偶 系 (M) ,M,,…,M,)。 航 它们 的 主 矢 
Fe 在 该 平面 内 , 主 筷 M = Mo 为 垂直 于 该 平面 的 矢量 ,其 大 小 Mi 为 所 有 力 
对 轴 〇 s 的 矩 之 代数 和 , 即 


Mo = >， (4.1 - 28) 
i 二! 


4,1.5 约束 与 约束 力 


在 3.3 六 中 介绍 了 遂 见 运动 天, 运动 副 约 东方 程 描述 了 刚体 与 刚体 .刚体 与 
公共 基 之 间 相 互 牵 制 的 运动 学 关系 。 本 节 将 介绍 这 些 运动 副 邻 接 物 体 相 互 间 力 
的 作用 ,这 种 力 称 为 约束 力 、 根 据 4.1.1 中 力 的 性 质 (3) ,约束 力 以 大 小 相等 方 
加 相反 的 两 个 力 必 用 在 两 个 物体 上 : 下 面 举 几 个 例子 。 

图 4- 1la 为 一 转动 镑 的 截面 。 该 匀 允 许 果 刚体 在 截面 内 相对 转动 ,限制 刚 
体 在 截面 内 相对 移动 。 较 轴 与 轴承 间接 角 面 上 的 平面 力 系 均 通 过 和 贸 的 中 心 , 因 
此 这 些 力 可 简化 为 一 通过 匀 中 心 的 一 约束 力 的 主 矢 记 为 F( 见 图 4 一 11a)。 需 
要 注意 的 是 上 述 约 束 力 与 轴承 的 周围 环境 有 类 ， 如 果 轴 承 与 地 面 固 铺 , 约 上 力 
的 方向 如 图 4 一 11a, 该 力 可 分 解 为 与 地 面 季 直 和 地 面 平行 的 两 个 分 力 ( 风 图 4 一 
11b)}。 如 果 该 旋转 匀 的 轴承 与 地 面 之 间 有 深 轴 存在 ( 见 因 4 一 11c) ,允许 轴 承 沿 
地 面 日 由 移动 。 那么 轴 兴 间 的 约束 力 只 限制 轴承 与 轴 相 互 在 重 直 方向 的 运动 。 
对 于 此 种 情况 , 约 桌 力 的 作用 线 与 地 面 垂 直 。 图 4- 11d 与 图 4~1le 分别 为 图 
4 一 tlt 与 区 4-~-1tc 的 简 网 ， 


用 4-11 转动 镑 约束 力 


图 4 一 12 为 请 移 贸 的 截面 ,该 绞 允许 两 刚体 在 水 平方 向 相对 移动 , 银 制 其 
午 直 方向 的 移动 与 刚体 间 相 对 转动 。 两 刚体 间 的 平行 约束 力 系 向 铵 的 某 点 简化 
为 一 垂直 移动 轴 的 主 撩 Fe 与 重 直 于 运动 平面 的 主 矩 Mr。 

连 杆 以 两 个 转动 冬 与 邻接 的 两 个 刚体 库 接 ,限制 两 刚体 沿 连 枉 轴 线 相对 黎 
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动 。 考 虑 到 连 杆 为 不 计 重 最 的 刚性 的 一 力 杆 , 即 只 能 承受 沿 杆 轴 向 的 力 , 故 两 刚 
体 上 的 约束 力 的 主 和 撩 Fa 均 沿 连 杆 轴线 ({ 见 图 4 一 13)。 


Fr 
A 
mle 
MM" 
图 4- 12 淮 移 镶 约 东 力 图 4 一 13 连 杆 约束 力 


图 4 一 14 所 示 的 是 系 强 的 约束 。 它 是 -种 单 侧 约 束 。 由 于 系 强 只 能 受 拉 ， 
故 系 继 对 物体 的 约束 力 愉 能 沿 系 绳 方向 ,指向 基 挂 点 。 

下 面 考虑 钙 轮 一 从 动 副 .齿轮 副 与 齿轮 一 齿 条 副 。 
由 它们 的 工 况 可 知 ,凸轮 - 从 动 副 为 两 刚体 表面 曲线 相 ; 
切 ,齿轮 副 与 齿轮 一 齿 条 副 均 为 两 齿轮 的 吵 合 齿 的 表面 
曲线 相 切 (不 是 与 节 圆 相 切 , 见 图 4- 15a)。 两 刚体 在 表 
面 曲线 接触 点 的 法 线 方向 无 相对 运动 是 这 些 约束 的 共 
性 ,约束 力 将 作用 在 该 接触 点 , 沿 该 点 在 接 航 表 面 曲线 
的 法 线 方向 。 图 4- 15b 与 图 4 一 15c 分 别 给 出 了 齿轮 副 图 4 |4 条 如 的 下 
与 齿轮 - 齿 条 副 接触 点 的 约束 活 的 简 终 。 


(al tb) bey 
图 4-15 元 轮 副 的 嘲 侣 


道 过 对 几 种 常见 的 运动 副 的 约束 力 的 分 析 可 知 ,这 些 约 束 力 与 约束 邻接 两 
刚体 的 相对 运动 有 关 , 约 东 力 是 实现 限制 两 刚体 相对 运动 的 力 。 实 际 二 这 种 力 
有 两 类 ,一 种 是 限制 了 两 刚体 的 相对 运动 白 由 度 , 另 一 -类 力 只 是 影响 两 刚体 的 相 
对 运动 ,不 改变 相对 运动 自由 度 。 如 在 重 下 轴 的 截面 内 考察 旋转 镜 ( 见 图 4 - 
11) ,上 述 分 析 的 约束 力 是 限制 了 岗 轴 与 轴 套 问 径 向 运动 自由 度 。 如 果 考 虑 到 轴 
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与 轴承 间 的 摩擦 ,两 刚体 的 接触 点 的 切 向 也 存在 相互 作用 力 ,但 它 不 影响 它们 相 
对 运动 自由 度 。 又 如 对 于 滑 移 匀 , 在 图 4 一 12 所 示 的 平面 内 ,上 述 分 析 的 约束 力 
限制 了 两 刚体 的 相对 运动 的 两 个 日 由 度 , 即 不 能 上 下 相对 运动 与 相对 旋转 。 如 
果 考 虑 两 刚体 间 的 相对 滑动 摩擦 , 则 摩擦 力也 是 两 刚体 相互 的 作用 力 ,但 不 改变 
两 刚体 相对 运动 自由 度 。 为 了 将 上 述 的 两 类 不 同性 质 的 约束 力 加 以 区 分 ,将 乡 
制 两 刚体 相对 运动 自由 度 的 约束 力 称 为 理想 约束 力 , 田 一 类 称 为 非 理 想 约 束 力 。 
只 考虑 理想 约束 力 的 约束 称 为 理想 约束 。 
一 个 自由 运动 的 刚体 可 能 受到 的 力 有 两 种 。 一 种 是 组 成 该 刚体 各 质点 

相互 之 间 的 作用 力 , 称 为 刚体 的 内 力 。 另 一 种 为 刚体 将 受到 刚体 以 外 物体 对 其 
的 作用 为 ,这 些 力 称 为 外 力 。 最 常见 的 外 力 是 重力 。 如 果 一 个 刚体 受到 约束 ,将 
该 约束 作 理 想 约 束 处 理 ,此 时 刚体 上 将 受到 理想 约 东 力 与 作为 一 般 外 力 处 理 的 
非 理 想 的 约束 力 两 部 分 。 对 刚体 而 言 ,理想 约束 力 是 一 种 特殊 的 外 力 ,通常 是 未 
于 的 。 为 了 加 以 区 分 ,将 理想 约束 力 外 的 所 有 和 外力 称 为 主动 力 。 注 意 主 动力 包 
括 非 理想 约束 力 部 分 。 

对 于 刚体 系 ,系统 中 刚体 间 相 互 的 作用 力也 为 内 力 ,包括 这 些 刚 体 间 的 理想 
与 非 理 想 约 束 力 。 

有 关 理 想 约 束 与 理想 约束 力 的 严格 定义 在 以 后 还 将 介绍 。 


4.1.6 力 系 的 平衡 


如 果 刚 体 处 在 静止 或 作 匀速 直线 运动 , 称 刚体 处 于 平衡 状态 。 当 刚体 上 帮 
用 有 一 个 力 系 ,其 最 终 效 应 使 刚体 处 于 平衡 状态 , 称 该 力 系 平衡 。 根 据 牛 顿 第 一 - 
定律 ,不 难 推理 得 到 , 力 系 平衡 的 充分 与 必要 条 件 为 力 系 的 主 矢 与 力 系 对 某 点 的 
主 短 均 为 等 。 

据 此 ,由 式 (4.1 一 10) 与 (4.1 一 11}), 平 衡 力 系 应 和 是 如 下 条 人 


B= DE Mo = > MK) = XE 0 (4.1-29) 
它们 在 某 基 下 的 什 隆 式 为 
DF =0, HMEF)=0 (4.1— 30) 
或 展开 ,得 


> F_ =0, 2 FP, =0, “FF.=0 (4.1 — 30'a) 


> Ma (FE) = 0， SE) -0 > Mo (FE) =0 (4.1- 30b) 
这 6 个 方程 称 为 力 系 平衡 方程 。 
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对 于 在 zy 平面 上 的 半 面 力 系 ,考虑 到 式 (4.1-28)., 上 述 平 衡 方 穆 数 缩减 
为 3, 即 


DF = 0， > 7, = 0， > Ma (BE)=0 (4.1— 31) 


对 于 一 个 处 于 平衡 的 刚体 ， 作用 其 上 的 力 系 如 果 部 分 已 知 ， 部 分 未 知 ,那么 
由 妃 系 的 半 衡 方程 可 解 得 这 些 未 知 量 。 这 类 问题 称 为 静 力 学 问题 。 由 于 空间 力 
系 与 平面 力 系 的 平衡 方程 分 别 为 6 与 3, 故 可 解 得 的 未 知 量 只 能 为 6 个 或 3 个 。 
超过 此 数 的 静 力 学 问题 称 为 静 不 定 问题 。 需 增加 其 他 附加 条 件 才 能 解决 ,如 变 
形 条 件 等 ,这 已 趋 出 理论 力学 的 范畴 。 


[ 例 4.1~1] 图 示 一 简 支 梁 上 有 一 分 布 载荷 ,其 单位 长 度 上 受 力 的 大 小 称 
为 载荷 集 度 。 其 左 端 的 集 度 为 零 , 右 端 集 度 
为 g; 载荷 的 长 度 为 i ,载荷 的 方向 慌 直 向 
下 。 求 支承 处 对 梁 的 约束 力 。 

解 : 言 先 求 载 何 的 合力 与 其 作用 线 的 位 
置 。 此 题 的 分 布 载 苟 可 认为 一 平行 力 系 。 如 
图 所 示 企 村 上 建立 一 坐标 系 。 根 据 已 知 条 
件 ,在 坐标 x 处 的 载荷 集 度 为 gxi!， 在 此 处 
取 的 一 微 元 dz ,在 梁 的 举 标 x 处 受 的 力 近似 总 
为 FT)= qrdrlii。 染 由 +=0 到 .x==/ 的 口上 一 
分 布 载荷 合力 为 


F=| dz = 人 


令 该 力 系 的 中 心 的 位 置 坐 标记 为 x ,考虑 到 
人 可 得 
| rior’ a 
根据 对 约束 的 分 析 ， 文 夭 处 口 与 各 对 梁 的 约束 力 如 图 所 示 。 直接 列 平衡 方 
程 可 求 得 3 个 未 知 量 Fs Fo, 与 六 。 考虑 到 对 点 口 取 算 , 力 奸 方程 中 将 涉 出 
现 FF 与 Fo ;有 


bh 
tr 


3 MM, (F) 一 全 ， Pat 一 Fr 一 Pat 一 gt 一 全 
?一 ] 


2 3 


0 Foot+Fuw 一 下 =ForFw 一 2 


i 
i 一 了 二 
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由 第 一 与 第 三 个 平衡 方程 得 F, = qi/3。 Fo = qi6。 


[ 例 4.1~2] 图 示 黄 梁 由 镁 B 连接 ,它们 放 在 O,A 与 避 三 个 文 浊 上 。 深 
上 有 一 集 度 为 4 的 均 布 载 苟 ,一 集中 力 下 与 力 偶 M ,位 置 如 图 所 示 。 求 支承 处 
的 约束 力 。 

解 ; 由于 所 有 的 载荷 与 梁 均 在 一 个 平面 内 ,这 是 … 个 平面 问题 ,过 点 〇 建 
立 如 图 所 示 的 举 标 系 。 

下 面 分 析 约 束 力 的 情况 。 对 于 固定 支承 O ,根据 图 4- 11b 的 分 析 , 轴 承 的 
约束 力 沿 轴承 的 径 向 , 现 将 它 分 解 为 如 图 的 两 个 分 量 Fu 与,。 支承 AA 与 C 
为 滑动 支承 ,根据 图 4 一 11c 的 分 析 , 它 们 限制 的 只 是 支 座 和 A 与 C 处 垂直 方向 的 
自由 度 , 故 只 有 自 直 方向 的 约束 力 , 即 如 图 所 示 的 FF 与 F,。 这 些 约 束 力 中 未 
知 的 是 它们 的 大 小 ,共有 4 个 未 知 量 。 


例 4.]-2 图 


真 接 由 整体 列 平 衡 方程 不 可 能 求 得 4 个 未 知 量 。 如 果 解 除 约 东 8, 对 于 
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BD 段 , 除 了 下, 外, 类似 图 4 一 11b 的 分 析 , 铵 日 处 有 2 个 约束 力 Fs 与 Fa, 但 
总 共 只 有 3 个 未 知 量 , 故 可 求解 。 由 于 只 要 求 FF ,对 点 B 取 矩 ,力矩 方程 中 将 
不 出 更 Fa 与 Fs,, 即 有 


2 Ms.(F,) =0, Feae-M-ee :3=0 


得 到 


Fa = 这 + 全 《1) 


此 


再 以 整 储 为 对 象 ,只 晋 3 个 未 知 量 ,可 求解 。 
3 FP, 一 0, Fr = 


> RM (下 上) 一 口 ， 

t=] 

Fo3at Faya—- PF:2a— gq"2a2a— M=0 
将 式 (1) 代 入 ,得 
2M 


3 
Fa, 二 2 十 人 1 {2) 


3 F,=0, Fs,+F,+F,—-F-gqg'24=0 
将 式 (1) 与 (2) 代 入 ,得 


Po, =- FF- gt 


4.1.7 座 擦 与 座 擦 力 


通常 商 个 相互 接触 物体 的 接触 面 并 非 绝 对 光滑 , 当 它们 有 相对 运动 趋势 或 
在 相对 运动 的 过 程 中 ,接触 面 间 的 理想 约束 力 洛 两 面 的 公法 线 , 在 接触 面 的 公 切 
面 上 存在 阻 釜 两 物体 相对 运动 的 力 , 这 种 力 称 为 摩擦 力 。 摩 接力 的 物理 本 质 很 
复杂 。 它 与 两 物体 的 材料 ,表面 的 情况 与 相对 运动 性 态 有 关 , 发 生 在 两 物体 相对 
滑动 时 的 摩擦 力 称 为 滑动 廉 控 力 ,发生 在 两 物 
体 相对 滚动 时 的 摩擦 力 称 为 滚动 摩擦 力 ， 

1. 滑动 摩擦 力 

两 物体 接触 面 的 阅 凸 不 平 是 引起 滑动 麻 
擦 的 主要 原因 。 滑 功 摩 擦 力 的 性 质 、 大 小 与 方 
向 的 描述 比较 复杂 。 _ 

考虑 一 重 为 G 的 物体 放 在 -- 水 平面 上 ， Fy 
作用 于 该 物体 的 理想 约束 力 为 与 重力 避 大 小 图 4-16 滑动 摩擦 力 


F 
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相等 方向 相反 的 力 玉 ( 见 图 4- 16)， 当 有 一 水 平 的 力 下 作用 于 物体 ,物体 有 运 
动 的 趋势 。 如 果 该 力 比较 小 ,物体 并 不 运动 。 根 据 牛 顿 定律 ,作用 于 物体 上 的 摩 
擦 力 FF 与 FF 大 小 相等 方向 相反 。 当 力 下 增加 时 ,Fi 也 等 值 增加 。 当 力 下 达 
到 一 定 的 数值 时 ,物体 开始 滑动 ， 这 个 现象 说 明 ,此 时 摩擦 力 Fi 不 随 肪 下 增 
加 ,摩擦 力 有 一 个 极限 值 , 记 为 下 ,。 物 体 在 滑动 过 程 中 , 摩 据 力 的 大 小 是 未 知 
的 ， 由 牛顿 定律 知 , 它 与 力 下 和 物体 的 惯量 及 物体 运动 的 加 速度 相关 。 
由 此 可 见 滑 动 摩擦 力 可 能 有 三 种 情况 。 作 用 于 静 正 物体 上 的 摩擦 力 , 称 为 
更 滑动 摩擦 力 ,简称 静摩擦 力 ;作用 于 将 滑动 而 未 滑动 临界 状态 物体 上 的 摩擦 访 
F,,, 称 为 极限 静摩擦 力 ,简称 极限 摩擦 力 ; 作 用 二 正在 滑动 物体 上 的 摩擦 力 , 称 
为 动 滑动 摩擦 力 ,简称 动 摩擦 力 。 维 持 物 体 平衡 的 实际 的 静摩擦 力 只 能 在 零 与 
已 之 间 , 即 
FF >D0 (4.1 — 32) 
库仑 通过 大 量 实验 总 结 得 到 如 下 库仑 定律 ;在 其 他 条 件 相 等 的 情况 下 ,极限 
摩擦 力 的 人 小 F, 与 接触 物体 问 的 正 压力 F、 成 正比 。 即 
FF = fF (4.1 - 33) 
其 中 比例 常数 人 称 为 静摩擦 因数 。 它 取决 于 接触 物体 的 材料 ,接触 面 的 物理 状 
态 , 如 光滑 程度 .温度 与 湿度 等 。 应 该 指出 上 式 为 一 近似 公式 ,公式 中 的 因数 可 
由 实验 测定 。 
对 于 运动 物体 ,作用 其 上 的 动 摩擦 力 ,通过 实验 得 到 类 似 的 近似 公式 , 即 
P= jh (4.1 — 34) 
其 中 比例 常数 / 称 为 动 摩擦 因数 。 实 验证 明 其 略 小 于 大。 它 不 仪 取决 十 接触 物 
体 的 材料 与 接触 面 的 物理 状态 ,而 且 与 物体 租 
对 运动 速度 有 关 , 通 常 在 工程 中 不 予 考虑 。 
应 该 指出 ,上 述 分 析 的 摩擦 力 只 是 工程 
中 滑动 座 擦 力 的 一 种 , 称 为 干 摩擦 力 , 或 库仑 
摩擦 力 。 工 程 中 另 一 种 滑动 摩 氛 力 是 发 生 在 
有 润滑 的 滑动 摩擦 现象 中 。 由 于 渔 渭 剂 的 作 
用 ,通常 它们 的 极限 摩擦 力 很 小 , 动 摩擦 力 与 
物体 相对 运动 速度 成 正比 ,方向 与 相对 运动 
速度 相反 , 即 区 4 一 17 摩擦 角 
F = (4.1 — 35) 
这 种 摩擦 力 称 为 粘性 摩擦 力 ,其 中 比例 常数 . 称 为 粘性 摩擦 系数 。 
对 于 王 摩 擦 , 考 虚 摩擦 力 Fi 与 正 反 力 F、 的 合力 FF,。 当 摩擦 力 达 到 极限 
静摩擦 力 时 ( 见 图 4 一 17) ,合力 下。 的 极限 位 置 与 接触 面 法 线 的 夹 角 称 为 摩 掠 


角 , 记 为 Yu 有 
tan pn = 产 = 大 (4.1— 36) 
呆 见 摩擦 角 的 正切 等 于 前 摩擦 因数 。 
2. 滚动 摩擦 


如 图 4 一 18 所 示 , 重 为 G 的 一 品 柱 ,在 力 下 的 作用 下 ,圆柱 的 运动 将 受到 因 
画 柱 与 水 平面 间 局 部 变形 引起 的 一 种 阻碍 圆柱 相对 运动 的 力 ( 见 图 4- 18a)。 
将 这 些 阻 力 向 点 A 进行 简化 ,可 得 到 一 主 所 下 ,与 主 矩 夺 /。 前 者 又 可 分 解 为 
垂直 于 平面 法 线 的 力 RN 与 切 向 的 力 Fi( 见 图 4 一 18b)。 显 然 ,为 理想 约束 
力 , 力 下 | 具有 滑动 摩擦 力 的 性 质 。 主 矩 计 ; 为 滚动 摩擦 所 特有 , 称 该 力 偶 距 为 
滚动 险 力 偶 算 。 


周 4-18 滚动 摩擦 
当主 动力 下 由 零 开始 逐步 增加 时 ,如 果 立 柱 处 于 平衡 状态 . 则 有 


DF,=0, F=F 
?= 
> =0，F = 人 
t=1 


> MOF)=0, Mi=Fr 


当政 描 大 时 ,摩擦 力 Fi 与 滚动 阻力 偶 矩 Mt 均 相 应 增加 。 当 摩擦 力 下 , 达 
到 极限 值 .Fu 时 ,圆柱 开始 滑动 。 当 下 增加 ,滚动 阻力 偶 矩 M; 达到 极限 值 M 
时 ,如 凡 忆 再 增加 ,圆柱 开始 滚动 。 很 多 情况 是 滑动 摩擦 因数 较 大 ,圆柱 在 滚动 
前 不 会 发 生 滑动 , 即 在 Mi 达到 极限 值 M, 时 ,Fi 还 没有 达到 极限 值 已 。 这 样 
的 滚动 称 为 纯 滚动 。 

通过 实验 测试 ,滚动 阻力 偶 矩 的 极限 值 M,。 与 约束 力 下 成 正比 , 即 有 

MM = 上 

其 中 6 称 为 深 阻 系数 。 它 与 滑动 摩擦 因数 六 /一样 ,与 接触 物 体 的 性 质 有 关 。 
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与 清 动 摩 氛 办 数 不 同 的 是 滚 阻 系数 具有 长 度 的 量 岗 ,而 请 动 摩 氛 因 煞 是 量 
纲 | 的 量 。 如 内 在 圆柱 将 万 滚动 的 状态 ,摩擦 方 向 图 4 一 18c 所 示 的 点 B 简化 ， 
使 得 


> MalE, ) -0, dF、 = Fr 


由 此 可 见 深 阻 系数 的 物理 意义 是 摩擦 力 简 化 为 纯 主 矢 时 的 简化 中 心 B 到 点 A 
的 距离 。 


[ 例 4,1-3] 在 搬运 重 物 时 常 在 下 面 垫 些 滚 木 , 如 图 所 示 。 重 物 重 (3, , 滚 
木 重 上 ,半径 为 r。 深 木 与 重 物 和 地 面 的 
滚 阻 系数 分 别 为 5, 各 了， 求 将 要 拉动 重 
物 时 的 拉力 下。 

解 ; 以 整个 系统 为 对 象 , 受 力 情况 如 
图 。 有 平衡 方程 


Fy +F,= Co+2G (2) 
有 5 个 未 知 量 , 再 加 1 个 力 算 方程 也 无 法 
解 。 需 增加 方程。 人 后 
以 左 滚 木 为 对 象 。 将 滚动 摩擦 力 按 
纯 主 矢 的 方式 简化 , 受 力 情况 如 图 所 示 。 全 4.1-3 本 
对 点 A 取 矩 ， 


> Ma (Ey =0, Ft + 68)-2Fnr- G3 =0 
以 右 深 不 为 对 象 。 受 力 情况 如 图 所 示 .。 对 点 B 取 和 此 ， 


D5) Ma(E)=0, Foald,+6)-2For- G6 -0 
将 以 上 两 式 相 加 ,有 

(Fm + Fo}t6o +6)—2(Fn + Fo)r ~2G660 =0 
将 (1) 与 (2) 代 入 ,可 解 得 


Gould + 6) + 2G6 
2r 


设 Co=10KN,G 忽略 不 计 ,9 =0.05 cm,8 = 二 0.20 cm,r=8emn。 将 这 些 


FF 
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数据 代 大 工 式 , 得 下 =0.156 kN, 可 见 省 力 的 量 级 。 如果 证 与 8 均 为 零 , 即 不 
考虑 滚动 摩 探 , 忆 =0, 相 对 于 重 物 成 在 一 个 光 请 平面 上 的 情况 。 


4.2 避 量 


一 项 点 惯性 的 度量 为 该 质点 的 质量 -。 考虑 有 za 个 质点 构成 的 质点 系 ， 令 
质点 系 内 任意 点 已 的 质量 为 mx,。 对 于 该 质点 系 ,度量 其 惯性 的 物理 量 之 一 为 
质点 系 的 总 质量 , 即 


7 一 77， (4.2-1)} 


质量 在 国际 单位 制 中 单位 为 kg。 

对 于 刚体 ,如 果 将 .上 式 的 求 和 号 对 刚体 的 所 有 质点 进行 ,得 到 刚体 的 质量 。 
它 是 刚体 平移 惯性 的 度量 。 

现 考 终 质 量 相同 的 两 个 回环 ,用 同样 的 
力 侦 统 贺 环 的 轴线 驱动 它们 ,发 现 直径 大 的 
圆 环 启动 比较 困难 ,表现 出 较 大 的 惯性 。 说 
朋 闭 体 在 作 转 动 时 , 系统 的 惯量 将 与 质点 系 
的 质量 的 分 布 有 关 。 为 此 壳 引 入 描述 质点 系 
惯量 的 男 - -个 物理 量 即 转动 惯量 。 

在 刚体 上 过 点 口 建立 -- 连 体 基 , 质 点 
Pi 类 于 扎 避 的 天 径 为 六 ,其 在 连 体 基 的 坐标 图 4- 19 转动 惯 呈 与 回转 半径 
阵 为 六 =( 人 ma 有 ( 风 赂 4- 19), 定 义 


det 5 
Ja (4.2 — 2a) 
和 记 
td 
fe, 一 >， re (et 十 3 一 > apy (4.2 一 2b 
上 电 
ch - 站 可 
Jo 一 人 >， mx + Yi) 二 D> mp (4.2 — 2c) 
. 点 


式 中 :ou ,pr 5 pe 分别 为 质点 P, 到 Ox ,Oy 与 Oz 轴 的 距离 ; 称 J :jo 与 jo 分 
别 为 刚体 关于 Oz ,Oy 与 Oz 轴 的 转动 惯量 ,单位 为 kg mr ,转动 惯量 的 另 - -种 
表达 户 法 为 
Jor mp , To EE mp, Jon rp? (4.2 一 3) 
式 中 :ma 为 刚体 的 质量 ;p, ,o, 与 分 别称 为 刚体 对 Oz ,Dy 与 Oz 轴 的 回转 尘 
径 。 一 些 常 抑 外 形 的 均 质 刚体 的 转动 惯量 与 钙 转 半径 见 附 录 A。 
描述 刚体 转动 惯量 的 男 一 个 量 为 刚体 的 惯性 积 。 对 于 刚体 上 定点 0 的 连 
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体 基 ,定义 如 下 与 转动 惯量 有 相同 黄 网 的 基 : 


ef 
J ry 一 Jo 一 >》 ， Pld (4.2 一 4a) 
由 
ef 
Jow = J 2) mye (4.2 — 4b) 
由 
J oa 一 了 一 Y， HC {4.2 一 4c) 


称 jo 与 jo 为 刚体 关于 Oxy 平面 的 惯性 积 ; 称 J 与 Jo 为 刚体 关于 Oyz 平面 
的 惯性 积 ;J6 与 Jow 为 刚体 关于 Oxz 平面 的 惯性 积 , 通 称 为 刚体 关于 点 口 的 避 
性 积 。 

如 果 惯 性 积 J0o,, 与 jo 为 等, 则 称 Ox 轴 为 刚体 的 惯量 主轴 。 同 样 如 果 Ja 
与 Jow 为 零 或 Jo 与 Jow 为 零 称 Oz 轴 或 Oy 轴 为 刚体 的 惯量 主轴 。 不 难 验 证 ,对 
于 有 对 称 轴 的 刚体 , 则 该 对 称 轴 为 刚体 的 主轴 ;对 于 有 对 称 面 的 刚体 ,垂直 于 该 
平面 的 任意 轴 为 该 刚体 的 主轴 。 可 以 证 明 对 填 刚 体 的 定点 O 至 少 存在 一 连 体 
基 , 该 基 的 三 根 轴 辣 时 为 刚体 的 主轴 ,该 基 称 为 刚体 的 惯量 主轴 连 体 基 。 关 于 
主轴 连 体 基 二 输 的 转动 惯量 称 为 刚体 的 主 转动 惯量 。 过 刚体 质心 的 主轴 连 体 
基 称 为 中 心 惯量 主轴 连 体 基 ,关于 该 基 三 轴 的 转动 惯量 称 为 刚体 的 中 心 主 转 动 
惯 重 . 

由 上 述 和 定义 可 知 刚体 的 转动 惯量 (或 回转 
半径 ) 与 惯性 积 和 连 体 基 及 其 基点 的 定义 有 关 。 

下 面 考虑 当 基 点 改变 , 连 体 基 的 方向 不 变 
时 章 体 的 转动 惯 划 间 的 关系 。 

在 刚体 的 质心 C 上 建立 另 -个 与 平行 
的 连 体 基 可 ,质心 C 关于 加 的 矢 径 为 六 。 质 
点 PP 关于 成 与 C 的 失 径 分 别 为 疡 与 启 。 
由 图 4 一 20 吕 风 ,这 些 矢 量 有 如 下 矢量 关系 ; 


(4.2 -5) 图 4-20 不 同 基点 转动 侦 量 的 关系 
由 于 两 基 平 行 ,该 矢量 式 在 基 上 上 的 坐标 表达 式 为 
re 一 Pr 十 p', {4.,2 一 5°) 


其 中 re™= (zr re re) 为 质心 和 在 基 € 上 的 坐标 式 ,ph = (z's yp :| ) 
为 P; 的 天 径 记 在 基 2* 上 的 坐标 式 。 将 式 (4.2 一 5 ) 代 人 式 (4.2 一 2c), 有 
do = > ms [ {xe 十 Th 六 十 (yc 十 yy ) ] 


1 


= 之 ， pi (Car + yt) 十 Ct + yc) > Me 十 2re >， mYy + 2 yr- >», rh 
上 和 上 


(4.2 -6) 
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考虑 到 质心 的 矢 径 与 质点 矢 径 间 的 关系 (4.1 一 26) ,有 
2 mr = 0, mao = 0 Di mez = 0 {4.2—7) 


破 式 (4.2 一 6) 右 边 的 后 两 项 为 零 。 眼 据 定义 右边 第 一 项 为 刚体 相对 十 Cz 轴 的 
转动 惯量 ji- , 即 
J 一 > mlr s+ ys:) (4.2— 8) 


右边 第 二 天 中 的 xt + yi 为 Ox 轴 与 Cz’ 轴 的 重 直 距 庚 , 记 为 4.。 这 样式 
[4.2 一 6) 变 为 
Jo = je + mh (4.2— 49) 
同 理 可 得 
To = e+ mhi, To = Jot mh (4.2 — 10) 
式 14.2 一 9) 与 ‘(4.2 一 10) 描 述 的 是 刚体 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 , 即 刚体 对 任意 轴 
的 转动 惯量 等 于 它 对 过 质心 的 平行 轴 转 动 惯量 加 上 刚体 的 质量 与 两 轴 垂 直 有 距离 
平方 的 乘 税 。 
利用 间 样 的 方法 可 得 到 刚体 关于 点 口 的 惯性 积 与 关于 质心 C 惯性 积 之 间 
的 关系 式 


J ei 一 Je 十 pre Ye ‘4.2 一 lia} 
To = ew + yzr (4,2 — 11lb) 
dx, = J + Meere {4.2— [1c) 


[ 例 4,.2-1] 图 示 -- 摆 由 长 为 / 均 质 杆 与 一 半径 为 yx 
的 均 质 图 球 刚性 连接 而 成 。 质 量 分 别 为 ox, 与 m2。 计算 站 
该 摆 对 通过 点 上 日 垂直 杆 的 x 轴 的 转动 惯量 。 


ta 


解 : 令 过 点 O 杆 绕 z 轴 的 转动 惯量 为 用 ,过 质心 C， 
球 绕 平行 = 轴 的 转动 惯量 为 J .。 由 附录 A 知 ， " 
了 = ml js 一 $m rr (1) 
令 过 点 O 球 绕 z 轴 的 转动 候 晤 为 ],, ,由 转动 惯 其 的 
平行 轴 定 理 公式 (4.2 9) ,考虑 到 式 (1) ,有 
J >: = 一 jc tntttry 
例 4.2-1 网 


= mr tm lt ry (2) 


令 束 个 摇 过 点 口 绕 z 轴 的 转动 惯量 为 上 ,由 定义 (4.2 ~2c), 考 虑 到 式 (1) 
本 (人 2) 有 
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1. = 1, + J,, = mr 十 三 os 十 mtl+ 六 让 


[ 例 4.2-2] 考 虚 一 均 质 贺 盘 的 转子 ,质心 为 CC。 转子 的 转轴 Cz 与 圆 盘 
中 心 轴 Cx 有 如 图 所 示 一 小 仿 角 0. 试 计算 俐 
性 积 J 

解 : 如 图 所 示 过 C 建立 两 个 连 体 基 E 
E。 基 站 关于 基 的 方向 余 强 阵 为 


cos 有 0 一 sin 0) 
4=|0 1 0 | 
\sin8 0 cos 日 j 


对 于 图 盘 上 的 任意 点 Pe 在 两 个 基 上 的 坐标 
阵 间 的 关系 为 


ri C= Ar, 例 4.2 一 2 图 
n _ 1 2 r 的 T 
邻 记 一 (ze 人 2) 与 rs=(z ye ; 即 有 
T = TC Ho xsin f, zt = 0nd+ re ,cosg 


这 样 ,根据 定义 式 (4,2 一 4c) ,考虑 到 上 式 、(4.2 -2c) 与 (4.2 一 2a), 有 
1, = > I 
[3 
一 > me (rs 一 zf )sin deosp 十 > Wr 2 cos f — sin’ 0) 
此 此 


= (J. — J )sin feos 8 + J..(cos 0 ~ sin’ 9) 
考虑 到 Cz 为 圆 生 的 中 心 主 轴 , 有 了 =。 令 圆 盘 的 半径 为 ,由 附录 太 , 有 


立 
J = 人 (一 Jsin eos f = 可 sin Heos #8 


4.3 动量 定理 


4,3,1 动量 


考虑 有 站 个 质点 构成 的 质点 系 。 以 商定 点 口 为 基点 建立 惯性 基 计 。 没 产 
为 质点 系 内 任意 点 PP 相对 点 癌 的 矢 径 ,mm 为 点 已 的 质量 。 令 闻 为 该 质点 系 
的 质心 上 相对 点 口 的 笑 径 (网 图 4-21)， 由 质心 定 六 式 (4.1 一 261 ,有 


天 


mr 一 3 Tare (4.3— 1) 
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式 中 zm 为 系统 的 总 质量 式 (4.2 一 1)。 令 矢 和 位 广 
在 惯性 基 # 上 对 时 间 的 导数 记 为 六 = 了 9, 它 是 


质点 PP 的 绝对 速度 , 记 为 吉 。 大 点 也 动量 
定义 为 

pe Ej, = peo (4.3 一 2) 
质点 系 的 动量 三 人 气动 量 的 天 量 和 ,考虑 


到 式 (4.3 一 1), 令 j= Cr 六 质心 C 的 速度 , 记 为 了 
2 和 有 图 4-21 质点 系 点 的 位 置 拓 量 
Us, 


tt 


B= > mr = mF= me {4,.3— 3) 
#=1 


4.3,.2 动量 定理 与 质心 运动 定理 


令 质点 系 中 质点 已 受到 的 力 有 外 力 F 与 其 他 质点 也, (i 二 1,…,n;i 郑 上) 
对 其 作用 的 内 力 , 记 为 FE (i =1,…,n;7 了 关上)。 质 点 P, 运动 所 遵循 的 牛顿 定律 
为 


mi = P+ > F, (下 一 二 有) (4.3—4) 
将 上 面 的 个 方程 相 加 ,有 z 


上 Fe 他 nl 

了 1 1 下 
2D) mark = 之 4 Fi, + 2 > FF 
E—l = 1 二] ,和 


由 于 质 点 则 的 作用 力 与 反作用 力 大 小 相等 方向 相反 即 尼 = 六， 故 上 起 的 右 
边 的 第 二 项 为 替 。 根 据 式 (4.1 10) ,右边 第 一 项 为 作用 于 质点 系 所 有 外 力 的 主 
矢 Pu。 如 果 在 运动 过 程 中 质点 的 质量 保持 不 变 , 式 (4.3- 4) 左 边 的 第 一 项 为 质 
点 系 的 动量 二 对 时 间 的 导数 。 这 样 由 式 (4.3- 4) 香 到 

p= 下 (4.3— 5) 
此 式 描述 的 是 质点 系 运 动 所 遵循 的 动量 定理 ;质点 系 的 动量 对 时 间 的 导数 等 于 
外 力 系 的 主 和 撩 ， 矢 量 方程 (4.3 一 5) 在 惯 件 基 上 的 华 标 式 为 

p= 下 (4.3—6) 
展开 上 式 有 

pr = Fr,, p, = ER， p, = Fr, (4.3—7) 
对 式 {4.3-6) 两 边 由 4 到 + 积分 ,得 到 积分 形式 的 动量 定理 
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式 中 ,po 为 时 刻 ty 的 动量 。 上 式 的 右边 定义 为 时 间 5 到 + 间隔 内 外 力 系 主 天 
的 冲 量 .。 上 式 表示 :质点 系 动 量 在 时 间 间 隔 内 的 变化 等 于 外 力 系 的 主 天 在 癌 - 
时 间 间 隔 内 的 冲 量 。 展 开 式 (4.3 一 8) 有 


Pr — Pw = | 于 
p, — po = |， Fre.dt | (4.3— 90) 
pr pa = |], Feedt 
式 (4.3 一 $) 也 可 表示 为 
ma = Fh, (4.3 — 10) 
此 开 称 为 质心 运动 定理 , 即 质 点 系 质量 与 质心 加 速度 矢量 的 乘积 等 于 外 力 泵 的 
主 天 。 拓 量 方程 (4.3- 10) 举 标 式 称 为 牛顿 方程 , 即 
mr F, (4.3—11) 
顿 方程 的 展开 式 为 
mr = 下 MY = Fj, mz = Fp, (4.3 — 12) 
显然 , 上述 牛 顿 方程 对 于 刚体 及 刚体 系 的 运动 均 成 立 。 如 果 由 N 个 刚体 构 
成 的 刚体 系 ,如 果 mm ,与 Fs 分别 为 刚体 B, 的 质量 、 质 心 C; 的 矢 径 与 外 力 的 
主 笑 ,刚体 系 的 质心 运动 定理 可 每 为 


> 7 产 一 > (4.3— 13) 
该 式 在 公共 基 上 的 举 标 式 为 刚体 系 的 车 顿 方程 
i (4.3— 13) 


当 质 点 系 外 力 的 主 和 为 零 时 ， 由 式 (4， 3- 6) 可 得 动量 p 为 常 矢量 ,如 时 初 
始 动量 为 po，, 有 


或 由 式 {4.3 一 11) 可 得 dwr = dmw 一 0, 有 
mr 一 Wir0 一 za 了 一 mo 一 (4.3 一 15) 


此 式 描 述 的 是 动量 守恒 定律 , 即 当 质点 系 的 外 力 的 主 矢 为 零 时 质点 系 的 动量 保 
持 不 变 。 
当主 矢 在 某 方向 的 坐标 为 零 时 ,如 下 ,=0, 晶 式 (4.3-9) 或 (4.3- 12) 可 得 
pr — pm =0, pr 一 th = mo, myo = 0 (4.3— 16) 
即 动量 在 该 方向 的 坐标 保持 不 变 。 


4.4 动量 第 定理 151 


4.4 动量 矩 定 理 


4.1.1 动量 矩 


1. 质点 系 对 一 定点 的 动量 给 
不 失 一 般 性 , 令 该 点 口 为 惯性 基 的 基点 。 质 点 已 的 动量 坊 对 点 口 的 动量 
搜 定 义 为 _ 
Lo = molPBe) = FF XB = FX md {4.4—1) 
质点 系 对 定点 〇 的 动量 逢 上 为 所 有 质点 对 点 口 的 动量 矩 的 矢量 和 , 即 
7, = > 内,(B.) = > 4 
动量 矩 La 作为 -~ 矢量 ,其 在 惯性 基 的 坐标 阵 记 为 Lo = (Lo Lo Fa) 
分 别称 Lo ,Lo 与 Lo 为 质点 系 对 固定 轴 OOx ,Oy 与 Oz 的 动量 矩 。 
2, 质点 系 对 于 其 质心 的 动量 卸 
如 图 4-22 所 示 一 质点 系 ,定义 为 其 的 
质心 。 它 相对 点 的 矢 径 为 2， 质点 已 相对 
于 点 口 与 点 C 的 舌 径 分 别 站 与 六 。 由 图 可 见 ， 
上 述 矢 量 间 有 如 下 关系 : 
六 一 天 十 所 (4.4— 3) 
此 外 ,由 质心 定义 式 (4.1 一 26), 有 
> mp = moe = 0 《4.4- 4) 
将 质点 系 相对 C 点 的 动量 矩 记 为 工 . ,其 定 
义 为 


图 4 一 2 质点 系 点 的 位 置 矢 晤 


Le = SB x ps (4.4—5) 

将 式 (4.4 一 3) 代 人 ,考虑 到 式 (4.4 一 4), 有 
EL. 一 (SV mt )x 六 十 > x mds 二 > x mds {4.4 一 6} 
如 果 过 质心 C 作 一 平移 的 动 参考 基 冯 {如 图 422 所 示 ), 即 令 其 始终 与 惯性 基 


é 平行。 那么 矢量 所 在 基 记 对 时 间 的 导数 户 等 于 该 矢量 在 基站 上 对 时 间 的 导 
数 。 后 者 的 物理 意义 为 点 P, 相对 于 动 基 让 的 相对 速度 。 令 


Le = > 闪 mp (4.4—7) 
点 
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与 式 (4.4~5) 比 较 , 现 将 式 (4.4 一 5) 定 义 的 工 . 称 为 质点 系 相 对 C 点 的 绝对 动 
量 矩 , 则 式 (4.4- 了 7) 定义 的 荆 … 称 为 质点 系 相对 C 点 相对 动量 矩 。 由 式 (4.4-- 
6 可知, 对 于 第 心 为 质心 的 情况 ,质点 系 的 绝对 动量 瞪 与 相对 动量 矩 相等 , 即 

[ 一 [7 (4.4 一 8) 
4,4.2 动量 和 矩 定 理 


考虑 质点 系 相对 于 定点 口 的 动量 失 式 (4.4 -2)、 将 紫 式 晤 边 对 时 间 求 导 ， 
有 
Lo 二 > FX mr 
| 
将 式 (3,4 一 小 代 人 上 式 的 右边 ， 
了 = y+ > 六 xx 下 
点 一 二 一 1 = 二, 天 六 
由 于 玉 = -下 上, ,上 式 右边 的 第 -项 为 零 ; 考 虑 到 式 (4.1- 11) ,右边 的 第 一 项 为 
质点 系 外 力 对 定点 口 的 主 矩 鸡 。 。 因 此 二 式 可 改写 为 
工 ， = M, (4.4 -9) 
此 式 摘 述 了 质点 系 关于 定点 的 动量 矩 定 理 , 即 质点 系 关于 定点 的 动量 矩 对 时 间 
的 导数 等 于 质点 系 外 力 对 该 点 的 主 拭 。 
矢量 方程 (4.4 一 9) 在 惯性 基 上 的 坐标 式 为 


Ly, 一 MM (44.4 一 10) 
考 碟 到 Lo 一 (tLo。 La，。 Lo.) 与 美 于 轴 的 动量 矩 的 定义 ,上 式 的 展开 式 为 
Lo = Ma, Lo = My, Lo = Mo (4.4— 10") 


三 式 分 唱 描 述 了 质点 系 对 国定 轴 的 动量 矩 定理 , 即 质点 系 对 出 定 轴 的 动量 第 对 
时 间 的 学 数 等 于 质点 系 的 外 力 对 该 轴 的 算 。 
对 式 (4.4- 10) 两 边 由 志 到 z 积分 ,得 到 积分 形式 的 动量 朱 定 理 


L, 一 Lm 一 { Mdt (4.4 11} 
趟 中 ,Lon 为 时 刻 的 对 点 O 的 动量 矩 。 上 式 的 右边 定义 为 时 间 tf 到 上 间隔 


中 外 广 系 的 冲 量 主 矩 ,简称 为 冲 量 和 矩 。 上 式 表 示 , 质 点 系 动量 矩 在 时 间 间 隔 内 的 
变化 守 于 外 力 系 在 同一 时 间 间 吧 内 的 冲 量 矩 。 展 开 式 (4.4-11) 有 


Lo 一 Lon = | Mo dit, Lo, 一 Low =| Mo, dt, Lo. — Leo.o =| Mo di 
站 和 eT 


{4.4—11") 
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当 质 点 系 外 力 的 让 此 为 零 时 ,由 式 (4.4-11) 可 得 
Lo—-Lw=0 (4.4— 12) 
此 式 描 述 的 是 动量 纶 守恒 定律 , 即 当 质点 系 的 外 力 的 主 矩 为 零 时 质点 系 的 动量 
符 保 持 不 变 。 
当主 矩 在 某 方向 的 坐标 为 零 时 ,如 M60, 由 式 (4.4 一 11 ) 可 得 
Lp-~Lo=0 (4.4 — 13) 
即 动 量 征 在 该 方向 的 坐标 保持 不 灾 。 
定理 式 (4.4 一 中 对 于 刚体 同样 成 立 。 如 果 将 上 式 的 动量 什 矢 量 在 惯性 其 上 
对 时 间 的 绝对 导数 用 在 刚体 连 体 基 上 对 时 间 的 导数 表达 ,由 式 (2.3 一 14 ), 上 式 
可 表 为 


Lot+dxLo= M, (4.4— 14) 
式 中 ,名 为 连 体 基 相对 于 惯性 基 的 角速度 矢量 。 此 式 在 连 体 基 上 的 坐标 式 为 
L 0 十 命 工 ',， 一 M ,, (4.4 14 ) 


式 中 : 工 ,ME'o 分 别 动量 矩 矢量 与 主 征 在 连 体 基 的 坐标 阵 ;@ 为 角速度 矢量 在 
连 体 基 的 坐标 方 阵 。 

下 面 考虑 质点 系 相 对 于 其 质心 C 的 动 其 短 式 (4.4 一 5), 将 此 式 两 边 对 时 
间 求 导 , 有 

工 ， = -和 x pr 十 3 Bs 人 ppF 
由 式 (4.,4 一 3), 有 疡 =F+ 记 ,将 其 代入 上 式 的 右边 第 二 项 ,再 考虑 到 式 (4.4 一 
4), 可 类 此 项 为 零 。 将 式 (4.3 一 4) 代 入 上 式 的 右边 第 一 项 ,上 式 变 为 
PP “x 


上 式 的 右边 为 质点 系 的 外 力 对 质心 的 主 寻 Mo 由 此 可 得 
Le = MM. (4.4— 15) 
此 式 描述 的 是 质点 系 对 其 质心 的 动量 第 定理 , 即 质 点 系 关 于 其 质心 的 动量 矩 对 
时 间 的 导数 等 于 质点 系 外 力 对 质心 的 主 矩 。 
定 更 式 (4.4 一 15) 对 二 刚体 同样 成 立 。 如 果 将 上 式 的 动量 矩 矢 量 在 惯性 基 


上 对 时 间 的 绝对 导数 用 在 刚体 连 体 基 上 对 时 间 的 导数 表达 ,由 式 (2.3- 14 人 个, 土 
式 可 表 为 


工 ， 十 oO 小 L. 一 M. (4.4 16) 
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此 式 在 连 体 基 上 的 举 标 式 为 
工 + 商工 = Mc (4.4-16") 
式 中 工 “.. ,Mi 分 别 动 量 算 矢量 与 主 虐 在 连 体 基 的 坐标 阵 。 
最 后 对 式 (4.4- 4) 两 边 由 zt, 到 : 积分 可 得 到 积分 形式 的 对 质心 的 动量 矩 
定理 
工 - — LL, = | Mdt (4.4 一 17) 


式 中 Low 为 时 刻 to 的 对 质心 C 的 动量 矩 。 上 式 的 右边 定 关 为 时 间 to 到 z 间 隐 
内 外 力 系 对 的 冲 量 主 第 。 展 开 上 式 有 


二 in i 


(4.4— 17’) 
4.5 动能 定理 
4.5.1 动能 
质点 系 的 动能 记 为 ,其 定义 为 每 个 质点 动能 之 和 , 即 
= > [ 玉 m (4.5—1) 


如 果 用 上 述 矢量 的 坐标 式 或 模 来 表示 ,有 
T= DD mi 有 = 5) mwlo, 
点 加 


— FD ma {4.5—1) 
对 于 作 平 移 运 动 的 刚体 ,刚体 每 个 质点 的 速度 均 相 
等 , 即 次 = 站 。 这 样 由 上 式 可 得 到 平移 运动 刚体 的 动能 
为 
了 三 Fm 产 一 Bm “= mv (4.5 一 2) 
由 此 可 见 ,刚体 的 平移 动能 相当 于 刚体 质量 集中 在 质心 的 图 4-23 刚体 定 存 
质点 的 动能 。 转动 
对 于 颖 Oz 以 角速度 名 作 定 轴 的 刚体 ,点 已 的 速度 
为 吉 三 名 XX 疡 ,其 大 小 为 b 一 wpe, 其 中 p, 为 点 已 到 Oz 轴 的 距离 ( 见 图 4 一 
23)。 将 其 代入 式 (4.5 一 1) ,考虑 到 式 (4.2 一 2c) ,可 得 到 定 轴 转动 刚体 的 动能 为 
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T= 3 Dp? 二 了 Ja (4.5— 3) 
8 


下 面 考虑 刚体 作 平 而 一 般 运 动 的 情况 。 由 图 2- 1 ,刚体 质心 的 速度 > 与 刚 
栖 骨 速 典 名 = a ,由 式 (2,4 一 7) 与 (2.4 一 8} 可 知 ,刚体 上 点 PP 的 速度 7>, 与 的 
Fo 二 + +tacxh 
将 其 代入 式 (4.5 一 1)， 

T= 5D mi tt Fo Tm (sxB): (xh) +t wT mi (FxB) 
上 式 右边 的 第 一 项 为 刚体 平移 的 动能 式 (4.5 一 2); 第 二 项 中 >》 ms(2 XxX}， 
(区 XX 记 】= >》 miph = Je 故 该 项 为 刚体 绕 质 心 转 动 的 动能 ;由 式 {4.2 一 4), 第 
三 项 为 零 。 因 此 [ 式 可 表 为 

1 2 1 > 
也 mV 十 广 Jcea (4.5—4) 
此 式 表明 ,刚体 的 动能 是 质量 集中 于 质心 的 质点 动能 与 绕 质 心 转动 动能 的 简单 
亚 如 , 称 为 柯 尼 希 定理 . 
4.5.2 力 的 功 
1. 功 
考虑 一 力 系 ( ,F,,…, 玉 ), 力 巨 作用 点 在 刚 
体 的 PP 点 上 ,该 点 的 矢 径 为 六 其 无 限 小 的 位 移 拓 
量 记 为 d7《 见 图 4- 24)。 现 将 无 限 小 的 位 移 和 所 晶 
dz 与 力 F 的 点 积 称 为 该 力 所 作 的 元 功 , 记 为 dW， 
即 
qd, = di :FF.di (4.5—5) 
如 果 点 P, 所 走 过 的 路 径 为 1, ,那么 元 功 dW, 沿 
该 路 径 的 积分 定义 为 力 F 在 该 路 径 上 所 作 的 功 , 记 为 
W, = | dW, = | 到 ‘dF, (4.5-6) 


图 4 一 24 力 所 作 的 元 功 与 功 


如 本 力 系 的 各 作用 点 (Pi ,PP ) 分 别 按 路 径 (2 六, ) 运 动 。 力 
系 的 总 元 功 为 所 有 力 的 元 功 之 和 , 即 


nm 


dW = DdW= DD dF = YE:d (4.5-7) 
二 一 | 


点 一 外 
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力 系 的 总 功 为 所 有 力 的 功 之 和 , 即 


W= > We DE (4.5 — 8) 
pk-—1 中 


下 而 考虑 刚体 内 力 所 作 的 功 。 在 刚体 上 任意 取 两 个 质点 已 与 忆 ,质点 P， 
上 受到 已 的 力 记 为 民 ,质点 P 上 受到 PP 的 力 记 为 下 ; ,由 4.1.1 的 性 质 (3) ,六 
= 一 下 ,。 由 式 (4.5 一 5), 两 力 元 功 之 和 为 

dW, = FE, di, +F, dr, -FE,. (di -dr,) 

令 产 = 户 一 户 表示 质点 相对 于 PP, 的 位 置 矢量 ,有 dr = dr 一 dF ,其 中 由 
为 质点 已 相对 于 已 的 无 限 小 的 位 置 矢量 。 由 于 刚体 上 任意 两 点 的 相对 位 置 保 
持 不 变 , 故 无 限 小 相对 位 移 矢 量 为 零 。 由 此 可 得 刻 结 论 : 刚 体 在 运动 过 程 中 所 有 
质点 间 内 力 的 功 等 于 等 。 

对 二 理想 约束 力 ,通过 上 节 的 分 析 , 这 些 约 束 力 的 方向 与 点 的 运动 方向 垂 
直 , 故 可 得 到 寻 下 结论 :刚体 在 运动 过 程 中 作用 在 刚体 上 的 理想 约束 力 所 作 的 功 
为 等 。 

最 后 考虑 刚体 上 主动 力 所 作 的 功 。 

令 刚 体 上 受到 的 主动 力 系 为 (下 ,FF ,…， 
F, ) ,作用 点 分 别 为 (P,P;,…, PP, )。 令 刚体 
的 质心 CC 的 舌 径 为 ,刚体 的 角速度 和 拓 明 为 局 
{ 见 图 4 一 25)。 由 式 (2.4 一 9) 可 知 , 点 已 的 速 
度 矢 量 疡 与 刚体 质心 速度 # 和 角速度 矢量 也 
间 的 关系 为 

Fi = + 
由 于 总 = zdgjdi, 令 dp = zdg 为 刚体 无 限 小 
角 位 移 矢 量 。 由 上 式 可 得 已 的 无 限 小 的 位 移 
矢量 dz 与 质心 C 的 无 限 小 的 位 移 矢 量 dF 和 
刚体 无 限 小 方位 角 矢量 dp 的 关系 , 即 
di = dF+dBxB {=1,.…,n) (4.5—9) 

将 其 代入 式 (4.5-7), 可 得 个 主动 力 所 作 的 元 功 之 和 , 即 


图 4 一 25 力 所 作 的 元 功 与 功 


dW = DF dtd Xb) = (DB dt(D FE xB) .dy 
点 = 1 “下 =1] A—1 


(4.5 — 10) 
根据 主 矢 与 主 短 的 定义 式 (4.1 一 10) 与 (4.1 一 11), 上 式 石 边 两 括 导 分 别 为 主动 
力 系 辐 质 心 如 简化 的 主 矢 与 主 矩 , 即 


4.5 动能 定理 157 


FE (4.5— 11) 
因此 , 式 (4.5- 10) 可 简写 为 
dW = 下 dF+ Mc de (4.5 — 12) 
可 知 , 主 动力 所 作 的 元 功 之 和 等 于 主动 力 的 主 矢 与 质心 无 限 小 位 移 矢 量 的 点 积 
以 上 及 主动 力 对 质心 的 主 算 与 无 限 小 方位 角 矢量 点 积 之 和 ，。 
考虑 质心 C 的 足 径 7, 主动 力 的 功 为 
W -| dW = | dr + M. :dg = | -+ M. wdt (4.5— 13) 
了 { ~ 


2. 儿 种 常见 的 力 所 作 的 功 
(1) 重力 的 功 
作用 在 刚体 上 每 一 个 质点 的 重力 为 已 = 
2 地 ,其 中 总 为 重力 加 速度 矢量 。 当 该 质点 由 
天 径 为 zi 的 起 点 向 路 径 1, 到 矢 径 为 疡 的 终 
点 ;由 式 (4.5 一 13), 刚 体 上 所 有 质点 上 重力 所 
作 的 功 为 
Wo— Eg pa dr = Eg “Dm 一 Fi0) 
上 式 的 求 和 号 为 对 所 有 质点 求 和 。 令 刚体 质 图 4-26 重力 的 功 
心 的 天 径 为 产 ,在 刚体 的 前 后 的 两 个 位 形 中 ,质心 的 秋 径 分 别 为 癌 与 关 根据 
质心 位 置 的 定义 式 (4.1 一 26), 上 式 可 简化 为 
Wo= mg (FF-F0)= me fr 一 Ph) (4.5— 14) 
去 中 zn 为 刚体 的 质量 。 如 果 按 图 4- 26 所 示 , 重 为 加 速度 矢量 的 坐标 阵 为 g = 
8g(0 0 -1) ,和 撩 径 为 与 rz 的 坐标 阵 分 别 为 m = (fr yw zw)! 与 + = 
(x yy x) 。 贱 信 式 (4.5 一 147 有 
W =— mals— go) (4.5— 14) 
可 见 蜀 体重 力 的 功 与 质心 的 高 度 差 成 正比 ,与 质心 所 经 过 的 路 径 无 美 。 
(2) 线 阐 息 方 的 功 
考虑 图 4~27 所 示 - - 原 长 为 ro 的 线 弹 簧 ,一 痊 国 结 
于 点 口 , 另 端 为 点 已 。 弹 筑 作 用 于 点 P 的 力 玉 之 作用 
线 沿 OP ,该 力 的 大 小 与 弹簧 的 变形 38=r- mr( 其 中 
为 天 径 关 的 模 ) 成 正比 ,方向 指向 点 口 , 即 
Ee) 
(4.5— 15) 


图 4-27 线 弹 性 力 的 功 
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式 中 & 称 为 线 弹 第 刚度 系数 。 
计算 点 严 洛 路 径 上 由 点 Po 到 点 PP 线 弹 筑 力 的 功 ,将 式 (4.5 一 13) 代 入 式 


(4.5-6), 考 虑 到 


记 


Ww =-#| {I -于 dz =-#| {1 -dr =—&| 8d6 
如 宁 令 弹 千 在 初始 与 终止 位 置 的 变形 分 别 记 为 人 与 ,有 
W = 一 本 CE 一 出 ) (4.5 ~ 16) 


由 此 可 见 , 线 弹性 力 的 功 与 弹 揭 的 变形 平方 之 差 成 正比 ,与 通过 的 路 径 无 美 。 
(3) 阻力 的 功 
在 4.1.7 中 ,分析 了 刚体 沿 粗糙 平面 运动 或 粘性 介质 中 运动 将 受到 阻力 的 
作用 ,在 4.1.7 的 摩擦 力 是 这 种 阻力 的 一 种 。 这 里 考虑 更 一 般 的 情况 , 令 阻 力 下 
的 作用 线 沿 物体 的 速度 矢量 ,方向 相反 ,大 小 为 速度 矢量 5 的 模 久 的 函数 
六 0) ;可 表 为 
B= f(s (4.5 ~ 17) 
对 于 阻力 为 干 摩擦 的 情况 ， 
flv)} = Ff Fx (4.5— 18) 
式 中 了 为 动 摩擦 因数 , FF 为 垂直 于 楼 触 面 的 正 讨 力 ;对 于 粘性 摩 掠 力 ,该 力 与 
速度 的 大 小 成 正比 , 妓 


Flv) = ev (4.5— 19) 
式 中 c 为 粘性 摩 扩 系 数 。 
将 式 人 4.5 一 17) 代 人 式 (4.5-6) ,考虑 到 入 = 也 dt ,阻力 的 功 为 
W =- [A 0dr = 一 | Ko)odl (4.5 ~ 20) 


对 于 二 摩擦 的 情况 ,如果 动 摩擦 因数 了 与 正 压力 F. 均 为 常数 时 ,将 式 (4.5 一 
18) 代 大 上 式 有 


W = /Fs| vdt = /Fy| as = /Fk! (4.5— 21) 


可 见 干 摩擦 力 的 功 与 滑动 的 距离 成 正比 。 对 于 粘性 摩擦 力 的 情况 ,将 式 (4.5 
- 19) 代 和信 式 (4.5- 20)7 有 


[9 


W =— c| vd (4.5— 22) 
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由 式 (4,5 一 21) 与 (4.5 一 22) 可 见 , 阻 力 的 功 与 路 径 有 关 。 


4.5.3 势力 场 与 势能 


如 果 在 空间 某 个 区 域内 的 任意 位 置 处 ,都 有 大 小 与 方向 单 值 确定 的 力 存在 ， 
则 称 该 区 域 为 力 场 。 如 万 有 引力 与 线 弹 性 力 ,它们 都 仅 与 空间 位 置 有 关 ,所 对 应 
的 力 场 分 别称 为 万 有 引力 场 与 线 弹 性 力 场 。 

如 果 力 场 中 的 每 一 点 的 位 置 由 矢 径 了 定义 ,那么 力 场 中 的 力 下 可 表 为 F = 
F(7) ,其 坐标 阵 为 空间 位 置 的 单 值 可 微 西数 ,如 

F= Flr) (4.5 一 23) 

对 于 一 单 值 可 微 标量 眶 数 U(x) ,考虑 到 U(r) 关 于 的 偏 导 数 UU 的 定义 

《 见 1.1.3) 与 梯度 的 定义 , 夺 


grad U(r) = (于 3 (4.5 — 24) 
对 于 某 力 场 如 果 存 在 一 标量 函数 U(r) 其 梯度 怡 好 等 于 力 FF 的 坐标 阵 玉 , 即 有 


aU 32) _ 


F = grad U(r)= UI (4.5 — 25) 

或 
aU _ 9U aU ye 
P= 3 F, = 3 F. = 了 (4.5 25°) 


则 此 特殊 力 为 势力 ,该 力 场 称 为 势力 场 ,或 称 保守 力 场 ,标量 函数 TJ 称 为 该 热力 
场 的 势 函 数 , 简 称 为 势 。 将 势 本 数 的 负 值 定义 为 该 势力 场 的 势能 函数 ,简称 为 势 
能 , 记 为 六 , 即 


V(r) = -~ U(r) (4.5 -26) 
由 式 (4.5 一 23) 与 (4.5 一 25) 可 得 执 函 数 的 爹 微分 为 
3 3 E | >» 
dr = dz + Bd + 了 dz =- Udr= Fidr=E:d {4.5- 27) 


当 一 质点 在 势力 场 中 沿路 径 ! 运动 ,考虑 到 上 式 ,由 式 (4.5-6), 力 场 对 其 的 作 
用 力 所 作 的 功 可 表 为 


w= |F.d=|du-= U- Us=-(V-V) (4.5- 28) 


式 中 0 与 口 各 VW 与 V 分 别 为 路 径 7 的 起 点 与 终点 的 考 酒 数 和 势能 值 。 由 此 
式 表明 ,势力 场 对 质点 的 功 仅 与 路 径 的 起 始 与 终点 的 位 置 有 关 而 与 路 径 无 关 ， 考 
虚 到 势力 场 的 功 为 两 位 置 势 函数 (或 势能 ) 值 的 差 ,因此 势力 场 的 绝对 大 小 已 不 太 
重要 。 如 果 在 力 场 中 的 某 点 ro ,定义 其 势 函 数 (或 势能 ) 值 为 堆 , 即 邻 
Lu = Ur) =0, WV, = V(r )=0 
则 由 式 (4.5 一 28), 有 
W=U=-V (4.5 — 29) 
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此 式 表 明 , 质 点 在 势力 场 某 位 置 的 势能 为 该 点 由 零 
荔 能 位 置 移动 到 该 位 置 势力 所 作 的 功 的 负 值 。 
在 势力 场 中 , 势 隔 数 (或 势能 ) 为 常 值 c 的 点 构 Ue F 


成 了 一 曲面 ( 见 图 4 一 28), 即 Um 
U(r)= ee, Vilr}=e 

这 些 曲面 称 为 等 势 面 。* 为 零 的 曲面 称 为 零 热 面 。 

根据 势力 与 势 函数 的 关系 式 (4.5 ~ 25), 可 网 势力 Le 

的 方 癌 沿 等 势 面 的 法 向 。 质 点 在 等 势 面 上 移动 , 势 

力 不 作 芒 。 图 4-28 等 势 而 


对 于 由 ”个 质点 构成 的 系统 ,其 势 函 数 U 或 热能 玉 V 为 各 质点 的 势 函 数 UU, 
或 势能 了 (=T ,2) 的 代数 和 , 即 


U= DU,V=- oY , (4.5 — 30) 


重力 场 为 常见 的 势力 场 。 将 式 (4.5 一 14) 与 {4.5 一 28) 对 照 ,重力 场 的 热 卫 
数 为 
T= mgri+e (4.5— 31) 


其 中 e 为 任意 常数 。 可 见 等 势 面 为 秦 直 于 重力 加 速度 矢量 的 平 商 。 如 果 零 执 面 
取 在 基点 ,cec=0。 由 式 (4.5- 14) ,重力 场 的 势 函 数 为 
[局 二 一 7PB& 十 上 《4.5 一 31 ) 
线 阐 自力 场 为 办 一 种 常 匈 的 势力 场 . 将 式 {4.5 一 16) 与 {4.5 一 28) 对 腿 , 线 
弹 鼻 力 的 势 油 数 为 
] 


U = 一 可 4 +e=-Fh(r -ro2+c (4.5 — 32) 


其 中 c 为 任意 常数 。 可 见 等 势 面 为 以 基点 为 圆心 的 球面 。 如 果 以 原 长 r 为 半 
径 的 球面 为 零 势 面 , 则 c=0。 


4.5,4 动能 定理 


考虑 质点 系 中 质点 已 ,其 受到 的 力 有 外 力 下 与 其 他 质点 P (i =1,… ,nn 
ji 尖 衣 ) 对 其 作用 的 内 旋 , 记 为 户 (= ,ri 有)。 质 点 P, 运动 所 遵循 的 牛 
顿 定律 为 式 (4.3- 4 , 现 改 写 为 


dz » 下 
Bt DB (k=1,.,n) 


1 = 上 ,二 点 


将 该 点 的 速度 7 了, = dFjdt 点 积 上 式 两 边 有 


4.5 动能 定理 161 


站 dm = dF * (F + FB) (R = 1, n) 
将 这 % 个 方程 相 加 ,得 和 
(45 -33) 
状 谨 到 式 (4.5 一直). 上 式 左边 为 。 
Ddmi Ddmi, hd T= dT 
考虑 到 式 (4.5 一 5), 定 义 作用 于 质点 已 的 外 力作 的 元 功 dW, 与 所 有 内 力 的 元 
功 dW 分 别 为 


dW = di FF dW = dd > 
Hi 


再 考虑 到 式 (4.5 一 7), 将 所 有 质点 外 力 的 元 功 记 为 d 镀 ,所 有 内 力 的 元 功 记 为 
d 研 , 则 式 (4.5 一 33) 的 右 迪 为 
3 dz (FE + 3 FP, )= SdW, + dW ) 
=d WetdV Wh = dW+dW 
这 样 , 式 (4.5 一 33) 变 为 
dT = dW + dw (4.5 ~ 34) 

当 质 点 系 由 初始 状态 到 达 当 前 状态 ,各 质点 经 过 的 路 径 分 别 为 i, 定 必 质 

局 系 及 有 外 力 与 内 力 的 功 分 别 为 
w= 人 | am 有 = dw 


或 (4.5 一 34) 的 积分 汐 
T-To= W+W (4.5 ~ 35) 
此 式 描述 了 质点 系 的 动能 定理 , 即 质点 系 动 能 的 改变 等 于 作用 于 质点 系 所 有 外 
力 的 功 与 所 有 内 力 的 功 之 和 。 
在 4.5.2 中 已 指出 ,刚体 在 运动 过 程 中 所 有 质点 间 内 力 的 功 等 于 零 , 即 W 
=0。 考 虑 到 式 (4.5~ 13), 刚 体 的 动能 定理 可 表 为 


T- T= We= | (Fe D+ Md (4.5 - 36) 

式 中 ;Fa 与 M。 为 作用 于 刚体 所 有 外 力 关 于 质心 的 主 矢 与 主打 :3 为 质心 的 速 
度 ; 避 为 刚体 的 角速度 ;7 为 质心 通过 的 路 径 。 

如 果 质 点 系 处 在 势力 场 ,用 式 (4.5 一 29) 知 ,质点 P, 在 势力 场 某 位 置 的 势 
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能 为 该 点 由 零 势 能 位 置 移动 到 该 位 置 势 力 所 作 的 蕊 的 负 值 , 即 有 

W, =- 也 
对 于 由 x 个 质点 构成 的 系统 ,所 有 的 势力 所 作 的 功 的 负 值 为 各 和 看 点 的 势能 VV 
(上 三 1) 的 代数 和 ,考虑 到 式 人 4.5-30); 引 大 系统 的 总 势能 VW, 有 


W=- YV=_V 
点 一 上 


代入 式 [4.3 一 35) 有 
T+ 六 = T+ Vo = 常数 (4.5— 37) 
系统 的 动能 加 上 系统 的 势能 称 为 系统 的 机 械 能 。 上 式 描 述 的 是 质点 系 在 势力 场 
中 的 机 械 能 守恒 定律 , 即 质点 系 动 能 与 势能 之 和 为 常量 ， 
动能 定理 式 (4.5 一 35) 或 机 械 能 守 异 定律 式 (4.5 一 37) 建 立 了 系统 所 受 的 力 
( 矩 ) 栖 系统 运动 速度 (角速度 ) 间 的 关系 , 故 在 处 理 系 统 动力 学 问题 的 瞬时 分 析 
中 将 起 到 重要 的 作用 。 见 下 面 的 几 个 例子 


[ 例 4.5-1 例 2.4 一 5 所 示 的 长 为 7 的 均 质 杆 AB 质量 为 mw。 当 该 杆 册 
静止 开始 ,在 地 面 与 墙 面 上 无 摩擦 地 滑动 , 试 求 
杆 AB 的 角速度 。 

解 ; 例 2. 4 一 5 为 运动 学 问题 ,本 例 为 动力 
学 问题 。 杆 AB 作 平 面 运 动 ,所 受 的 主动 力 有 重 
力 m8 ,理想 约束 力 Fw 与 Fw ,方向 如 图 所 示 。 
如 图 建立 惯性 基站 与 连 体 基 闻 。 由 于 杆 AB 的 
运动 受 地 面 与 壤 面 的 约束 , 杆 AB 的 位 形 可 由 姿 
态 角 vp 确定 。 故 杆 AB 有 1 个 自由 度 。 

娘 外 由 例 2.4 一 5 分 析 可 知 , 杆 AB 的 运动 
村 理解 为 寞 瞬 心 5 在 瞬时 的 定 辅 转动。 由 式 
(44.5 一 3), 杆 AB 在 该 瞬时 的 动能 为 


T = J (1) 


著 利 到 均 质 杆 AB 绕 质 心 C 的 转动 惯量 为 J = zz2112, 瞬 心 S 到 质心 C 的 距 
离 为 112, 由 式 ({4.5 一 9) ,得 
Js = J + mtd = ml’l3 


例 4.5-1 图 


代入 式 (1) 有 


rh 


T= Em (2) 
对 于 重力 m8, 理想 约束 力 Fw 与 Fy ,在 杆 的 运动 过 程 中 只 有 重力 作 功 。 


4.5 动能 定理 163 


如 果 杆 的 初 怒 位 置 的 姿态 角 为 wo ,由 式 (4.5 一 14 ), 草 力作 的 功 为 
W =— mg * 51(cos p ~ eos po) (3) 


由 已 知 条 件 , 初 始 杆 AB 的 动能 为 寒 ,由 动能 定理 式 (4.5 一 35), 考 虑 到 式 
(2) 与 (3), 有 
1 


Emi ew 二 一 5- mgt (cos OB go) 


可 解 得 杆 AB 的 角速度 为 w =v 38(cos go 一 cos pi 


[ 例 4.5-2] 图 示 一 质量 为 m 半径 为 > 的 均 质 圆 盘 在 一 铬 垂 平面 肉 的 曲 
线 轨 道上 作 无 滑动 滚动 。 圆 盘 的 中 心 C 与 固定 点 口 连接 一 线 弹簧 ,弹簧 的 原 长 
为 4 初始 时 OC 为 水 平 , 弹 赞 长 为 五 所 三 ， 
图 盘 处 于 静止 状态 。 终 了 时 OC 为 销 垂 , 强 
自 长 为 六 所 癌 。 试 求 圆 盘 在 终了 位 置 质心 
的 速度 。 

解 ; 圆 盘 在 铅 垂 平 面 内 作 平面 适 动 ,其 
上 受到 的 力 除 重 方 mg 与 弹 自力 玉 外 ,还 有 
曲线 轨 阁 对 圆 盘 的 理想 金东 力 所 、 与 摩擦 
力 Fi, 它 们 的 作用 点 为 呈 。 在 圆 盘 的 运动 
过 得 中 ,理想 约束 力 F\ 不 作 功 。 考 虑 到 圆 
盘 在 轨道 上 作 无 滑动 滚动 ,接触 点 P 的 束 
度 为 零 , 故 dz = 0, 可见 摩 氛 力 玉 的 元 功 例 4.5_2 图 
d 久 =Fi*dip =0, 节 在 圆 盘 的 运动 过 程 中 ， 
摩 深 力 下 也 不 作 功 。 由 式 (4.$-14') 与 (4.5- 16), 重 力 mg 与 弹 锡 力 六 作 的 
功 为 


W = met -本 (1) 


国 盘 在 轨道 上 作 志 滑动 滚动 , 故 质心 C 的 速度。 与 刚体 的 角速度 ww 的 关系 

为 w= vfr。 出 式 (4.5-4), 圆 盘 的 动能 为 
了 = 二 mo + 二. 寺 mar2 (zz) = 丁 ma (2) 
由 已 知 条 件 , 初 始 圆 盘 的 动能 为 零 ,由 动能 定理 式 (4.5 -35), 考 虑 到 式 (1) 


与 2), 有 


3 1 ， : 
末 7m 一 mpt, i A 一 六 一 Ca 一 tn) J 
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可 解 得 贺 盘 的 的 终了 速度 为 


4 2k - 
Tl = A 3 8 一 Fm ti 一 7 一 《7 一 1 


一 一 


习题 
4 一 1 梁 的 支 臣 及 载荷 如 图 不。 以 载 集 M,F，,9 表示 支承 外 的 约 吏 方 。 


4 一 2 一 梁 由 文 肉 六 以 及 肛 ,CE ,DE 二 杆 支 承 如 图 示 . 已 知 g=0.5 kNim,a=2 m， 
求 各 杆 内 力 。 


题 4 一 2 赂 


4~…3 一 组 合 轨 ABC 的 支承 及 载荷 如 图 示 。 已 知已 =] kN,MM=0.5 kN:m, 求 大 定 端 
六 的 约束 力 。 

4-4 齐 10 kN 的 重 物 由 村 AC,Ch 与 少 轮 支持 ,如 图 示 。 不 计 杆 与 滑轮 的 重量 , 求 志 
座 A 处 的 的 束 必 以 及 CD 杆 的 肉 力 ， 
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F 
5 2 m 2m 多 血 2m 
A 
A 天 r 时 
TT 
题 4-3 图 


题 4-5 图 

4-5 12 kN 重 物 由 AB,BC,CE 三 杆 组 成 的 架子 与 滑轮 支持 如 图 示 , 已 知 AD = BD 
=2 mCD=DE=1.3m, 趟 计 杆 与 滑轮 的 重 其 , 求 支 座 处 的 约束 力 以 及 BC 杆 的 内 力 。 

4-~06 AB,AC,DE 三 杆 较 接 后 支承 如 图 示 ， 求 当 DE 丁 的 一 端 有 一 力 偶 M 作用 时 ,村 
上 DD,F 两 点 所 受 的 力 。 设 力 偶 策 的 大 小 为 1 kN-m,AD= B=0.5 m, 杆 重 不 计 ，。 

4-7 AB,AC,DE 三 杆 连接 并 支 全 如 图 示 。DE 杆 上 有 一 销 子 下 大 在 AC 杆 的 导 模 
内 。 求 在 水 平 村 DE 的 一 端 有 一 铝 垂 力 下 作用 时 ,AB 标 上 A,B,D 点 所 受 的 力 。 设 AD = 
DB ,DF== FE, 所 有 杆 重 均 不 计 。 


题 4 一 6 图 题 4- 了 图 
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4-8 试 计算 下 列 各 系统 在 图 未 瞬 时 的 动量 : 

(1) 么 杆 .4B 以 习 角 速度 w 绕 轴 A 转动 ,带动 行星 四 吕 在 国定 中 心 毗 上 和 作 纯 沾 动 。 系 村 
和 行星 轮 均 为 均 质 ,质量 分 别 为 ml 和 zm; ,尺寸 如 图 所 示 ; 

(2 均 质 胶带 及 带 轮 的 质量 分 别 为 加 ,mi 和 zm; ,尺寸 如 图 所 示 。 轮 Oi 以 名 角速度 多 
绕 轴 转动 . 


题 4-8(1) 图 题 4 一 8(2) 图 
4-9 在 曲柄 请 道 机 构 中 , 均 质 曲柄 OA 长 为 ! ,质量 为 m, ,人 羽 匀 角速度 mw 绕 轴 〇 转动 ， 
初始 在 水 平 位 置 OA。。 滑 块 A 的 质量 为 zm; .清道 BOE 的 质量 为 m3 ,其 贰 心 C; 到 滑 楼 BD 
的 距离 为 :。 试 求 机 构 质 让 的 运动 方程 及 系统 动量 。 
4-10 在 梢 圆 机 构 中 , 规 尺 AB 质量 为 2xm1 ,曲柄 OC 质量 为 mm, , 滑 块 A 和 B 质量 均 
为 ms。 曲柄 以 和 勾 角 速度 。 绕 轴 口 转动 。 戌 求 机 构 质 心 的 运动 方程 及 系统 动量 设 各 物体 
为 均 质 ,Oo = AC= BC= 1 m。 


题 4-9 图 题 4-- 10 图 


4-11 棒球 质量 ;x =0.14 kg, 以 速度 wo = 50 mfs 商 右 沿 水 平方 向 适 动 。 在 棒 击 后 速 
度 发 生 改 变 , 其 值 降 至 > = 和 mfs, 方 向 与 vo 威 角 8= 135", 指 向 右上 方 。 试 求 棒 作 用 于 球 的 
冲 量 的 水 平和 铬 牌 分 最 。 

4-12 在 相同 的 滑轮 上 绕 以 软 缠 , 在 绳子 的 一 端 作用 有 力 或 挂 以 重 物 如 下 图 所 示 。 图 
中 产 =2r ,FF=1 kN, 重 物 , 重 1kN,(, 重 2 kN,G) 重 1.5 EN,G, 重 1 kN,{G; 重 1.5 
kN,Cs 重 0.5 EN。 如果 不计 软 强 的 质量 以 及 轴承 中 的 摩擦 力 , 则 作用 于 系统 上 的 外 力 对 转 
动 轴 的 力 御 相同 。 问 请 轮转 动 的 人 加 速度 是 否 相 等 ”就 大 部 小 ? 

4 一 13 两 小 球 入, 日 ,质量 均 为 mm ,用 长 为 2 的 细 杆 连结 ,并 以 其 中 点 口 固 定 在 铅 垂 轴 
Qe 上 , 细 杆 与 Oz 的 夹 角 为 0, 设 细 杆 绕 Ox 胃 转 动 的 角速度 为 w, 杆 的 质量 不 计 。 求 此 质点 
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题 4- ]2 图 
系 对 点 OO 和 轴 Oz 的 动量 抢 。 


4- 到 为 了 测定 一 半径 为 0.5im 的 飞轮 的 转动 惯量 ,在 飞 输 上 绕 以 软 绳 , 挂 一 质量 为 


10 kg 的 重 物 。 测 得 重 物 从 静止 下 落 2 mn 的 时 间 为 16 s。 如 果 轴 和 承 中 的 摩擦 力 可 以 略 去 不 
计 , 划 飞轮 的 转动 惯量 为 名次 ? 


到 


全 
NY 


题 4-13 图 题 4-14 留 


4 一 15 上 上 题 中 ,如 采 说 轴承 中 的 摩 檀 力 不 能 略 去 不 计 , 那 么 ,为 了 除去 轴承 摩 氛 力 的 影 


啊 , 用 质量 为 5 kg 的 重 物 再 做 一 次 试验 , 测 得 下 落 周一 距离 的 时 间 为 24 s。 假 定 轴承 中 的 麻 
擦 刀 矩 不 变 , 试 计 算 飞轮 的 转动 惯量 。 


驯 4 一 16 医 
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4-16 曲柄 OA 重 G ,和 连 材 BD 重 Gi ,OA = ,AB= a,BD= i。 初 服 时 ,曲柄 OA 位 
于 错 垂 位置 (如 图 所 示 ), 如 曲柄 的 凶 垂 位 置 受 微小 扰动 后 , 求 明 病 在 重力 作用 下 在 铝 直 平 而 


内 转 过 0" 时 的 角速度 。 曲 柄 和 连 杆 都 是 均 质 杆 。 
4 一 17 弯 成 直角 和 章 2G 的 均 质 杆 ( 如 图 ), 可 在 平面 Crzy 内 绕 定 轴 Ox 转动 ,同时 带动 内 


尽 链 连接 的 连 杆 AA， 和 BB, 以 及 各 重 蚀 的 洪 块 A 和 B) 运动 , 已 知 DO4 = 0B= 44; = 
BB 二 a AOA =45', 连 杆 均 为 重 G 的 均 质 杆 , 座 在 杆 AOB 上 作用-- 力 尾 上 ,初始 时 本 
AOB 的 角速度 等 于 零 , 求 它 转 过 NN 转 时 的 人 角速度， 


生 4 一 17 图 题 4 一 1]8 图 


4 一 18 长 为 如 质 放 为 xa 的 两 去 质 杆 AB 的 BC 在 5B 点 用 匀 链 相连 ,村 AB 的 A 端 和 
闭 定 镑 链 支 座 相连 , 杆 BC 在 已 处 用 铵 链 与 一 均 质 圆 往 体 连接 (如 图 )。 圆 柱 的 质量 为 mm , 半 
径 为 +。 在 5B 点 作用 一 铅 垂 力 下 。A,C 两 点 处 于 同一 水 平 线 上 , 杆 AB 与 水 平 线 夹 角 为 中 
梓 始 时 系统 静止 不 动 , 求 系统 运动 到 杆 AB 和 杆 BC 均 处 于 水 平 位 置 时 , 丁 AB 的 角速度 乌 ， 
设 圆 柱 在 水 平面 上 滚动 而 无 相对 滑动 ， 


302 


题 4-19 图 是 4~20 司 


4 一 19 原 长 为 0.4 m, 弹 舞 刚度 系数 为 2 kNim 的 弹 项 的 - 端 固定 , 另 一 端 与 一 重 0.1 
kN, 半 径 为 0.1 m 的 匀 质 圆 盘 的 中 心 A 相连 接 ; 贺 盘 在 铝 生 平 面 内 沿 一 弧 形 轨道 作 纯 滚动 
如 图 示 。 开 始 时 DOA 在 水 平 位 置 ,OA =0.3 m, 圆 盘 速 度 为 零 , 术 弹 自 运 动 到 铅 迁 位 置 时 轮 
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心 的 速度 ,此 时 口 与 轮 心 的 有 距离 为 0.35 各。 弹 赞 的 质量 可 以 不 计 ， 

4 一 20 重 0.2kN 的 木 块 二 装 有 四 个 各 重 0.02 kN 的 轮子 ,在 慑 斜 了 0 的 图 画 上 纯 滚 下 
如 图 示 。 设 轮子 的 半径 为 0.05m, 对 于 其 轮 心 的 回转 半径 为 0.04 m, 求 从 静止 开始 繁 过 
1 m 后 木 堪 的 速度 , 


第 $ 章 了 刚体 动力 学 


本 童 将 根据 矢量 动力 学 中 的 动量 定理 与 动量 矩 定理 建立 刚体 定 轴 转 动 与 刚 
体 平面 运动 的 动力 学 方程 。 通 过 这 些 方程 可 解决 刚体 及 刚体 系 动力 学 的 基本 癌 
题 。 通 过 一 些 例子 读者 可 以 了 解 到 处 理 动力 学 问题 的 丙种 方法 , 即 一 般 方法 与 
独立 坐标 方法 。 

由 于 动力 学 基 相 定理 中 动量 己 动 量 第 对 时 间 的 导数 均 是 相对 十 惯性 基 的 。 
故 王 述 的 动力 学 方程 均 相 对 于 惯性 基 而 言 。 为 了 解决 相对 于 非 惯 性 基 下 的 动力 
学 问题 ,本 童 还 给 出 了 刚体 平面 运动 的 非 惯 性 基 下 动力 学 方程 。 

物体 间 的 磁 撞 是 工程 中 常见 的 动力 学 问题 ,本 章 最 后 将 介绍 利用 动量 定理 
与 动量 矩 定理 的 积分 形式 解决 此 类 问题 的 方法 。 


5.1 是 轴 转 动 动力 学 方程 


由 刚体 绕 定 点 O 的 动量 任 定 理 可 以 很 简便 地 得 刘刚 体 绕 定 轴 转 动 的 动力 
学 方程 。 

考虑 一 刚体 在 轴承 的 约束 下 , 娆 Oz 轴 人 必定 轴 转动 ( 见 赂 5 一 1), 角 速 府 矢 
量 为 =aR。 质 点 P, 的 速度 为 

B= = Xi (5.1—1) 

模 为 ,= wp ,其 中 ps 为 点 PP, 到 转轴 的 距离 ( 见 图 5 一 1)。 根 据 定义 ,刚体 对 固 
定 轴 Oz 的 动量 矩 为 刚体 对 定点 OO 的 动量 矩 矢 量 二 ， 存 Cx 轴 的 坐标 。 考 虑 到 
式 (4.4-2),(1.2-14) 与 (5.1- 人 有 

Lo = 这 PR 

一 2 "(8 产 ) 去 Sm (2 x r,) {eX Fi ) 

由 图 5- 1 可 知 ,xz Xx 声 的 模 为 o, ,再 考虑 到 刚体 对 Oz 轴 转 动 惯 量 的 定义 式 
(4.2-2c), 由 上 式 , 可 得 刚体 对 固定 轴 Oz 的 动量 矩 为 


Lm. = (5) mo Jw = Sow (5.1 — 2) 
hl 
作为 刚体 定点 运动 的 特殊 情况 ,利用 刚体 对 定点 的 动量 矩 定理 式 (4.4 - 
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10 ) 的 第 三 式 , 将 上 式 代 入 ,有 

Jow = Mo (5,1—3) 
由 于 轴承 的 理想 约束 力 对 Oz 轴 的 竹 为 零 , 故 上 式 的 
MM 为 作用 于 刚体 绕 Oz 轴 的 主动 力矩 。 如 果 定 义 刚 体 
的 转 前 9 为 刚体 转动 的 位 形 坐 标 ,由 上 式 可 得 定 轴 转动 
刚体 关于 坐标 多 的 动力 学 方程 

Jo = Mo, (5.1—4) 


[ 例 5.1 一 1」 图 示 为 - - 复 摆 , 绕 通过 O 〇 点 的 水 平 轴 
转动 。 设 摆 的 质心 C 到 点 O 的 距离 为 , 押 的 质量 为 1， 
摆 绕 转动 轴 的 转动 惯量 为 J。。 试 建立 该 复 所 的 动力 学 方 图 5- 1 刚体 定 轴 转动 
程 ,并 计算 在 微小 摆动 情况 下 的 周期 。 

解 : 建立 摆 的 连 体 基 te 与 公共 基 6 如 图 所 示 。 刚 体 的 位 形 坐 标 取 为 p。 
起 点 为 刚体 的 平衡 位 置 。 

分 析 作 用 于 刚体 的 证 动力 。 如 果 转 动 轴 QO 为 一 理想 约束 , 设 定 约束 力 户 ， 
与 如 图 所 示 ,的 昌 力 对 轴 O 的 矩 为 零 。 另 一 个 主动 力 为 重力 , 它 对 轴 O 的 
算 为 Mo 二 ~ mgbsin 0。 代 人 式 (5.1- 4) ,得 到 复 摆 的 动力 学 方程 为 

_ Jo 二 — mevsmn vy 
或 


p+ sin m=0 
n 


摆 作 微小 摆动 , 令 sin psso, 上 式 简化 为 


.. sp 
9 Jo ?7 


得 到 复 担 和 作 微 小 摆动 的 周期 为 
了 一 2 Jol mew 


与 -- 摆 长 为 ! 的 单 摆 的 周期 下 = 2x 7 比较 ,可 得 到 
5 1 图 间 周 期 复 摆 的 等 效 单 摆 的 摆 长 为 z= /mp ， 


th 


Ib 


[ 例 5.1-2] 联 示 为 一 长 为 ,质量 为 x 的 均 质 杆 。A 端 为 理想 约束 铵 与 
机 座 连 接 ,在 距离 匀 A 为 5 姓 有 一 刚度 系数 为 的 线 弹 赞 。 平 衡 时 杆 处 在 水 平 
位 置 . 求 杆 微 小 振动 时 的 周期 。 

解 : 考虑 到 杆 在 水 平平 衡 位 置 时 杆 上 所 有 主动 力 对 点 4 的 力 趾 为 零 。 今 
线 科 得 此 时 的 伸 长 为 ro; 弹 管 厅 为 gr,。 有 
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— krob+ 28 二 

当 杆 转 过 角 p , 当 此 角 为 小 角 时 , 线 弹 签 
的 伸 长 为 rn+py。 考虑 到 上 式 , 杆 上 所 有 主 
焉 力 对 点 和 的 主 引 为 
Ma=—k(rot be)b + mgleos pl2= -kb ow 
上 式 用 到 了 cos gpg 人 1。 由 式 (5.1 一 4), 此 村 
的 动力 学 方程 为 Jig = 一 起 9. 或 

Jap + kb gp—0 

杆 的 振动 周期 为 


全 5.1 一 2 峰 | 


了 二 2 Jal kbp” 
对 于 均 质 杆 ,J = m1?13, 代 人 上 式 有 周期 为 =2xl Vv mf3Rb*。 


$5.2 平面 运动 动力 学 方程 


sS.2.1 刚体 平面 运动 的 动力 学 条 件 


刚体 在 Ozy 平面 运动 为 刚体 一 般 运 动 的 特殊 情况 ,其 一 没有 Oz 方向 的 运 
动 ,其 二 没有 各 Ox 与 Oy 方向 的 转动 。 由 刚体 的 质心 运动 定理 式 (4.3 一 10)， 
刚体 主动 方 的 主 秋 在 Oz 方向 的 举 标 应 为 零 。 由 财 体 动量 祭 定 理 式 {4.4 -~ 
109 .刚体 的 主动 力 对 质心 的 主 短 在 Oz 与 Oy 方向 的 坐标 也 应 为 替 。 因 此 帮 平 
商 运 动 的 刚体 ,作用 在 刚体 的 主动 力 对 质心 简化 必须 是 -- 在 Cry 平面 上 的 平面 
力 系 。 并 且 刚 体 运动 的 初始 状态 应 在 Ory 平面 内 。 

需要 注意 的 是 公有 上 述 条 件 还 不 够 ,刚体 的 平面 运动 的 实现 还 与 刚体 的 质 
量 分 布 有 关 ， 

考虑 图 5 ~2a 所 示 一 杠 输 ,不计 连接 部 分 的 质量 ,两 端 视 为 两 集中 质量 , 质 
基 分 别 为 mx ,相距 Ox 轴 均 为 :。 根 据 定义 式 (4.2 一 2) 与 (4.2 一 4), 其 转动 惯量 
为 Jo =0,J6o 272l ,Jo 三 2pu*。 惯 性 积 为 jo =0,Jn, =0,Jow = 二 0。 可 见 ， 
Dz 轴 为 刚体 的 主轴 。 如 果 绕 Oz 轴 有 --- 力 算计 , 假 定 刚体 的 运动 为 绕 Ox 轴 以 
角速度 w 旋转 。 由 定义 式 (4.4-2) ,刚体 对 点 O 的 动量 盾 为 L, =2mwl*x。 动 
量 斌 天 量 在 连 体 基 的 三 个 坐标 分 别 为 工 w =0,L5 ==0,L5 二 2mewl?。 代 人 方 
程 (4.4 一 14), 只 有 一 项 非 零 , 即 


时 的 2 2 , 
LetowLo,~ wo =2m = MM 


它 络 出 了 定 轴 转 动 的 角 加 速度 与 力矩 间 的 关系 。 
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‘ay tb 


图 5~2 平面 运动 的 条 件 
再 考虑 图 5.2- 1b 所 示 - 一 杠铃 ,两 集中 质量 的 质量 分 别 仍 为 mm ,相距 Oz 轴 
与 Ox 轴 均 为 1。 其 转动 惯量 为 J ==27n87 Jo, =w2mf ,Jo =2ml?。 惯 性 积 为 
Jow =0,Jou 二 22m1 ,Jow 二 0 可见 ,Oz 轴 不 是 刚体 的 主轴 。 同 样 如 果 绕 Oz 轴 
有 一 力 算 M, 很 定 刚 休 的 运动 仍 为 绕 Oz 轴 以 角速度 ww 旋转 。 由 定义 式 (4,4 一 
2), 刚 体 对 点 口 的 动量 矩 为 Lo =2mwl?+2mal?*。 即 动量 矩 矢量 在 连 体 基 
的 三 个 坐标 分 别 为 Lo =2met ,LpD = 二 0,L 上 5 二 2mel?。 代 入 方程 (4.4 一 14') 
有 
Lo to Lh -w=2m0 -0 
L’,, t wo -wo =2m w=0 
Lo -wlo-w Ln=2mo=M 
由 上 面 三 式 分 别 可 得 名 =0,w 二 0 与 包 关 0。 这 些 矛 盾 结 论说 明 ,在线 Oz 轴 的 
力矩 M 作用 下 ,刚体 将 不 可 能 绕 Ox 轴 作 定 轴 转 动 。 
从 以 上 分 析 可 惹 , 尽 管 两 种 情况 中 系统 对 Oz 轴 的 转动 惯量 相等 ,同样 加 上 
一 个 符合 平面 运动 条 件 的 力 盾 ,其 运动 的 响应 是 不 同 的 。 对 于 轴 Ce 为 主轴 的 
情况 ,刚体 作 平面 运动 。 如 果 轴 Oz 为 非 主轴 ,尽管 力 系 为 平面 的 ,但 刚体 将 作 
空间 运动 。 因 此 ,刚体 作 平 面 运动 需 增加 一 刚体 的 惯量 条 件 , 妈 刚体 运动 平面 的 
法 线 方向 应 为 刚体 的 ~ 主轴 。 世 后 将 满足 作 平 面 运动 条 件 的 刚体 称 为 平面 刚 
体 。 


5.2.2 动力 学 方程 


如 图 5-3 所 示 , 在 刚体 的 运动 平面 上 的 定点 口 建立 一 惯性 基 =(z 3)'。 
考点 满足 上 节 所 述 条 件 的 一 平面 刚体 ,在 其 的 质心 C 上 作 连 体 苦 避 ={2? 六) 
令 质心 C 关于 0O 的 矢 径 为 z。 由 质点 系 的 质心 运动 定律 式 (4.3- 10) ,和 
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mr = Fh ($5.2—1) 
式 中 :zz 为 刚体 的 质量 ;Fs 为 作用 于 刚体 外 力 的 
主 矢 。 此 式 描述 了 刚体 质心 运动 定律 , 即 出 体质 
量 与 质心 加 速度 矢量 的 乘积 等 于 外 力 系 的 主 矢 。 
此 方程 在 参考 基 E 的 坐标 阵 为 
mr = Fe ($5.2—2) 
考 请 刚 体 上 质点 P, , 令 其 质量 为 m;。 如 果 
刚体 的 角速度 矢量 为 = 过 , 则 该 点 的 矢 径 六 对 
时 间 的 导数 为 


图 5 一 3 作 平 面 运动 的 刚体 


6 
将 其 代 人 式 (4.4-7) ,考虑 到 式 (4.4-8),(1.2-13) 与 44.4-4), 了 刚体 关于 其 质 
心 的 动量 矩 为 
Le = 工 ^ = mo x ( 攻 x 记 ) = (Dm ‘BB (5.2 一 3) 
记 刚 体 过 质心 C 垂直 与 运动 平面 轴 的 转动 惯量 为 了 ,由 定义 (4.2- 8) .有 


jc = Dm bs 一 Dy mot ($5.2 —4) 
将 其 代 人 式 (5.2 一 3), 得 到 平面 运动 刚体 相对 于 质心 C 的 动量 矩 矢 量 为 
Le=L=10 = ot (5.2—5) 


令 作 用 于 刚体 外 力 相 对 十 质心 C 的 主 矩 为 M. = M2, 考虑 到 上 式 , 平 面 运 动 刚 
体 的 动量 焦 定 理 式 {4.4~ 14) 可 表示 为 如 下 - -个 标量 式 ， 

J ew = NM.- {5.2—6) 
或 

Jcp= Me 《5.2 一 了 ) 

微分 方程 式 (5.2-3) 与 (5.2- 了) 构成 平面 运动 刚体 的 动力 学 方程 组 。 作 用 

于 刚体 的 外 力 中 理想 约 东 力 通 常 是 未 知 的 ,将 它们 从 外 力 中 分 离 出 来 。 把 它们 
的 主 天 与 主 矩 记 为 天 =(F 下) 与 4 ,其 余部 分 称 为 主动 力 ,其 主 尔 与 主 
息 记 为 本 =(RF 疡 ) 与 ML。 这 样 平面 运动 刚体 的 动力 学 方程 可 表示 为 


mr=F 十 下 (5.2-8) 
J = Me + Mr (5.2—9) 

这 三 个 微分 方程 可 合并 写成 矩阵 形式 , 即 
Z8 = 了 十 各" (5.2— 10) 


其 中 ， 
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m 0 0 x 上 > F, 
z=0 mm 0,g=ly|l ,FF= I | ,F"= | F (5.2—11) 
0 0 J 9 Ra M2 


f 为 刚体 的 位 埠 坐 标 阵 ; 称 Z 为 刚体 的 增 广 质量 阵 , 扩 * 为 增 广 主 动力 阵 与 人" 
为 增 广 理想 约束 力 阵 。 

考虑 有 六 个 刚体 组 成 的 刚体 系 。 对 十 刚体 B,(i =1,… ,NN), 制 断 与 分 接 刚 
体 的 贸 , 引 人 理想 约束 力 , 由 式 {5,2 一 10), 刚 体 B, 的 动力 学 方程 为 


Za=P+th (i=1,,N) (5.2~12) 
式 中 ， 
mn 0 0 (x FF Fy) 
Z=-|0 mm Of,g-y oF Fe (5.2- 13) 
.0 0 J | RAT [MT 


它们 分 别 为 刚体 B; 的 增 广 质量 阵 .位 形 坐 标 阵 . 增 广 主动 力 阵 与 增 广 理想 约束 
力 阵 。 可 将 N 个 方程 组 集 在 一 起 ,写成 矩阵 形式 , 即 


79=F*+F" [5.2 一 14) 
式 中 ， 
fz 0 0 区 fre i Fy 
0 2 " 0 Fl 。 | 认 
-| ， 生 gf 《5215) 
0 0 … 2Z, 2) FF:, PF: 


5.2.3 处 理 动 力学 问题 的 一 般 方 法 


利用 式 (5.2 一 10) 三 个 微分 方程 可 解决 半 面 运动 单 刚体 的 动力 学 基本 问题 ， 
即 动力 学 正 问 题 .动力 学 逆 问 题 与 动力 学 正道 混合 问题 。 方 程 中 含 刚体 的 位 形 
坐标 ,作用 于 刚体 的 主动 力 与 理想 约束 力 ,在 解决 单 刚体 动力 学 基本 问题 的 过 答 
中 ,未 知 量 个 数 不 能 超过 3。 对 于 动力 学 正 问题 ,上 述 方 程 中 描述 运动 学 量 为 刚 
体 的 位 形 泽 标 ,共有 3 个 变量 是 未 知 的 。 通 常 , 理 塌 约 束 力也 是 未 知 的 , 故 在 处 
理 动 力学 止 问 题 时 必须 增加 条 件 ,它们 是 刚体 的 运动 学 约束 方程 。 对 于 动力 学 
逆 问 题 , 上 述 广 程 描述 了 运动 为 已 知 的 条 件 下 寻找 主动 力 与 理想 约束 力 之 间 的 
关系 , 当 未 知 的 变量 超过 3 时 ,也 需 增 加 运动 学 约束 方程 。 如 果 存 在 未 知 的 非 理 
起 约束 力 , 还 需 增 加 一 些 描述 非 理 想 约 束 力 关系 趟 。 如 对 于 动 摩擦 力 , 需 用 到 式 
(4.1—31), 

直面 通过 一 些 例 子 说 明 处 理 单 刚 体 动 力学 问题 的 过 程 。 
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[ 例 5.2~1] 如 图 所 东 , 坊 质 杆 AB 长 为 上 ,质量 为 六 ,在 铅 垂 平面 内 运动 。 
4 端 与 B 端 可 分 别 治水 平面 与 铬 牌 壁 作 无 摩 所 的 滑动 。 

(a) 试 建立 杆 的 动力 学 方程 ; 

(b) 当初 始 为 静止 状态 ,初始 角 为 wu ,计算 当 杆 下 滑 到 角 w 位 置 瞬时 的 角 
速记 ; 

Cc) 计算 该 瞬时 的 约束 力 ; 

(d) 计算 当 杆 与 错 垂 壁 脱离 时 的 角 gp 及 此 瞬时 杆 的 角速度 与 质心 C 的 水 
羊 运动 速度 。 

解 : (a) 如 图 所 示 , 在 质心 C 建立 杆 的 连 体 
基站 ,在 〇 点 建立 参考 基 E。 该 杆 关 于 质心 C 的 
转动 惯量 为 [= wm 112。 

根据 已 知 条 件 ,对 杆 AB 受到 的 主动 力 为 重 
力 mB ,理想 约束 力 为 a 与 Fw ,方向 如 图 所 示 。 
由 式 (5.2 一 8), 列 出 该 方程 在 惯性 基 上 的 标量 方 
程 为 


区 


mt = Py (1) 
my= Fna ™ mpg (2) 
其 中 工 与 y 为 杆 的 质心 坐标 。 由 式 15.2 一 9) ,可 
得 方程 为 
: 例 5.2-1 图 
Dif” 


3 = Fw San p -Frs5 cos Pp (3) 
方程 (1) ~ (3) 的 变量 为 杆 的 位 形 坐 标 9= (x yy ep) 和 约束 力 4 与 Fa。 5 


个 变量 3 个 方程 ,方程 不 封闭 。 考 虑 到 杆 AB 在 运动 过 程 中 位 形 坐 标 间 有 如 下 
两 个 约束 方程 


z= 方 sin p， y= co8 9 (4) 
对 约束 方程 求 二 阶 导数 ,有 

z= cas pn py (5) 

y= -sin pp- oon gp (6) 


这 样式 (1) 一 (3) 与 式 {5) 一 (6) 构 成 杆 AB 封闭 的 动力 学 方程 。 

Cb) 例 4.5 一 1 已 用 动能 定理 求 得 杆 AB 的 和 角速度。 下 面 直接 利用 动力 学 
方程 求 此 角速度 。 

从 起 (2) 与 (0) 中 解 出 Fa 与 Fn ,代入 式 (3), 青 将 式 (5) 与 (6) 代 入 ,消去 
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与 y, 可 得 到 方位 角 “个 变量 的 动力 学 方程 
p -Rsin p=0 (7) 


考虑 到 多 = 各 3 ,利用 分 离 变量 法 解 上 述 的 常 和 分 方程 。 杆 的 初始 角 为 
pe ,角速度 为 零 ; 运 动 到 gp. 角 速度 为 mn。 于 


| way = | 3 sin fde 
得 到 角速度 为 
= VD (8) 
结果 与 例 4.5 一 1 的 - 致 ,显然 用 动能 定理 的 解法 比较 方便 . 
(c) 疙 式 (7) 的 gg 和 式 (8) 的 9 分别 代入 式 (5) 与 (6), 将 它们 再 分 别 代 人 人 式 
(1) 与 (2), 有 约束 力 


Fp ~ 38 sin fl3eos 的 一 2608 po) 


Feua= nyt+ mg = mg |1— sin’ p 一 了 了 cos PCOS Po — COS p) | 


(dj 杆 AB 离开 铭牌 壁 明 时 ,Fa =0, 由 式 (1) 有 工 =0。 其 中 了 的 表达 式 
可 将 式 (7) 与 (8) 代 大 式 (5) 得 到 , 故 有 


z = 汶 oos psin psin plcos po ~ cos g)=0 
由 此 可 解 得 杆 AB 离开 雏 徘 壁 朋 时 的 角 o ; 
gp = arceos| 村 cus po | (9) 
将 其 代 人 人 式 (8) ,得 到 村 AB 离开 铝 垂 壁 瞬时 的 前 速度 为 w; 为 


ww = Ecos po (10) 
由 式 (4) 的 第 一 式 对 时 间 求 导 , 表 将 以 上 两 式 代 人 ,有 即 得 到 杆 4B 离开 加 垂 
壁 瞬 时 质心 的 迷 度 


. . ] 
| 308 PI PI 一 本 cos Pn 有 os Po 


[ 例 5,2 一 2] 部 图 所 /一 均 质 圆柱 质量 为 六 ,半径 为 >, 无 初速 地 放 在 倾 
余 角 为 如 的 斜面 上 ,不 计 滚 动 摩 氛 力 ,考虑 滑动 摩 扎 轧 。 试 讨论 圆柱 运动 的 情 
痪 - 

解 : 建立 如 图 所 示 在 点 口 处 的 惯性 基 z ,在 圆柱 质心 C 建立 连 体 基 上 .初始 
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时 点 C 与 O 重合 。 根 据 圆 柱 与 斜面 接 击 处 的 光滑 程度 的 不 同 ,它们 之 间 的 滑动 
摩擦 力 的 情况 会 不 同 ,下 面 分 二 种 情况 进行 讨论 。 
(a) 接触 处 为 理想 光滑 的 情况 。 圆 梓 的 爱 力 状态 如 本 例 图 a 所 示 , 只 有 主动 力 
重力 ny, 理想 约束 力 已.。 由 式 (5.2 一 8)》, 列 出 该 方程 在 惯性 基 的 标量 方程 为 
mr = migsin # (1) 
my = mgcos 8 -FF, (2) 
其 中 * 与 y 为 杆 的 质心 坐标 。 圆 柱 关 于 质心 C 的 转动 惯量 为 贱 = mar212, 由 式 
{5.2 一 9), 可 得 方程 为 
mr -0 (3) 


全 5.2-2 图 


此 方程 组 需 引 入 约束 条 件 即 y==0。 代 入 式 (2) 可 得 到 约束 力 
P= mgeos 站 (4) 
考虑 到 圆柱 初始 为 静止 状态 ,由 式 (3) 可 得 og 三 0。 由 式 (1) 得 质心 位 置 x = 
(gt sin 9)/2。 上 述 的 解 表 示 圆 柱 以 如 速度 gsin 昌 池 斜面 平移 下 滑 。 
(b) 接触 处 为 相当 粗糙 的 情况 , 即 有 足 驶 大 的 摩擦 力 阻 止 罚 柱 相对 滑动 。 
圆柱 的 受 方 状态 如 图 (b) 所 示 。 理 想 约 更 力 有 2 个 , 即 尼 与 六 。 由 式 (5.2 人) 
与 (5.2 一 9) 列 出 动力 学 方程 为 


mr = mgsin o — FF (5) 

0= my = mgcos 0 — FF (06) 
2 

P= Fir (7) 


两 个 方程 (5) 与 (7) 中 有 3 个 变量 即 r,p 与 Fi, 需 增加 1 个 约束 条 件 。 考 虚 
到 纯 滚 动 ,有 约束 条 件 + = rp。 求 二 阶 导数 ,有 
= 


将 方程 (7) 乘 + 再 与 式 (5) 相 加 消去 FF。 然后 考虑 到 上 式 消 夫 w, 有 
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z= (2gsin 8)13 (8) 
表示 图 柱 沿 斜面 作 无 滑动 滚动 ,质心 沿 斜面 的 加 速度 为 (2gsin 8)13。 

将 式 (8) 代 人 人 式 (5) 可 得 到 摩擦 力 下 =(mgsin 8)j3。 此 外 由 式 (5) 可 得 正 
压力 , 它 仍 为 (4)。 由 4.1.7 知 ,极限 库仑 摩 氛 力 下 .= FF ,其 中 了 为 摩擦 因数 。 
将 式 (4) 代 人 有 工 .= frngcos 9。 考虑 到 发 生 纯 滚动 的 条 侍 为 下 ,之 开 ,可 得 摩 
擦 因数 了 应 满足 如 下 条 件 

tan Bl3 
{c) 当 伴 面 与 圆柱 的 摩擦 因数 f<< tan 493 时 ,圆柱 在 兰 面 上 将 发 生 既 有 滑 
动 又 有 滚动 的 情况 。 圆 柱 的 受 力 的 情况 如 图 ,此 时 
| 1 当 op 0 
F=F, ~ ANsgn vn, sen vn 3 v0 
式 中 z 为 接触 点 也 处 圆柱 相对 与 斜面 的 速度 。 考 典 到 和 斜面 不 动 ,去 , 即 为 圆柱 
于 点 也 的 速度 。 由 2.4 节 知 ,wp 二 十 jong, 即 


= 站 一 二 2 
0 ly ft 0Jjlr 
有 
vp =x ry (9) 
由 式 (5,2-8) 与 (5.2-9) 列 出 动力 学 方程 为 
mr = mgsin 0 — FFsgn Th (10) 
0= my= mgeos ~ FF, (11) 
Dr Fursgn wo (12) 
由 式 (11) 可 得 到 F、 的 值 仍 为 式 (4) ,和 伐 人 式 (10) 与 式 (12), 有 
了 二 区 sin d— fgcos Osgn vw, (13) 
P=2fgc0s psgn vpfr (14) 


将 式 (9) 代 人 人 ,上面 两 式 构 成 封闭 的 动力 学 方程 ,可 解 出 圆柱 又 滑 又 滚 的 时 间 历 
程 x (1) 与 @(t)。 

从 上 面 的 两 个 例子 可 以 看 到 这 样 的 普遍 规律 , 即 处 理 动力 学 正 问题 时 ,动力 
学 方程 的 个 数 与 刚体 位 形 坐 标的 个 数 相同 ,有 老少 未 知 的 约束 力 需 增加 多 少 个 
加 速度 约束 方程 与 原 方 程 一 起 构成 了 封闭 的 动力 学 方程 组 。 

对 于 多 个 团体 作 和 平面 运动 的 系统 ,可 以 系统 的 每 一 个 刚体 为 单元 ,定义 它们 
的 位 形 上 坐标 ,建立 动力 学 方程 (5.2 一 14)。 系统 的 位 形 坐 标 与 动力 学 方程 是 它们 
的 组 集 。 位 形 坐 标 与 方程 的 个 数 均 为 3N 。 同样 有 和 多少 末 知 的 理想 约束 力 需 增 
加 包 少 个 加 速度 约束 方程 。 
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需要 指出 的 是 对 十 单 刚体 约束 通常 是 相对 十 惯性 苦 的 。 对 于 刚体 系 除 广 上 
述 的 约束 外 还 有 刚体 亲 的 约束 。 这 些 约束 的 加 速度 约束 方程 可 雇 由 约束 方程 求 
二 阶 导 数 得 到 ( 例 5.2 一 1 与 例 5.2 一 2)。 如 果 能 利用 2.5 季 介 绍 的 动 扣 为 共 操 
条 件 ,直接 写 出 刚体 问 位 形 和 的 加 速度 约束 关系 ,或 速度 约束 关系 求 一 阶 导 数 , 这 
将 带 来 很 多 方便 。 

请 看 下 而 的 例子 ， 


[ 例 5.2 一 3] 和 普 虑 上 例 中 斜面 可 动 的 情况 。 如 图 所 示 ,斜面 的 质量 为 mm， 
对 质心 的 转动 惯量 为 耳 , 它 可 在 -- 光 滑 地 面 上 : 带 动 ， 均 庚 贺 柱 原 量 为 x; ,半径 
为 ,无 初速 地 放 和 在 倾斜 前 为 吕 的 斜 而 上 ,在 斜 而 上 作 无 潜 动 的 滚动 ， 试 建立 斜 
面 - 贺 柱 条 统 运动 的 动力 党 方程 ;日 求 网 柱 气 斜 面 剖 的 章 掠 力 与 理想 约 南 力 。 

解 ; 同 a 为 系统 的 初始 状态 。 过 定点 口 建立 惯性 基 8。 邻 笠 面 为 访 。 初 始 
时 Bi 的 质心 C\ 与 点 O 重合 。 过 C1 建立 B 的 连 体 基 可 ,其 某 矢量 x 与 斜面 
平行 , 基 矢 量 六 与 斜面 垂直 。 基 6l 相对 丁 的 方向 余弦 阵 为 A ，B 的 位 形 学 
标 为 gi 二 (7 yg1)!。 定义 志 为 斜面 的 单位 矢量 , 它 在 基站 与 二 上 的 侍 
标 阵 分 别 为 

di—{l 0) d=A'd, = (eos 6 Sin wy) Ct) 
令 圆 柱 为 乌 - 初 巡 时 下 的 质心 © 芷 基 矢 其 六 上 ,圆柱 与 斜 自 的 接触 点 为 Q， 
令 点 | 与 QQ 间 的 距离 为 1 则 和 失 径 站 在 基 上 的 于 标 为 
p17={0 一 站 (2) 
它 是 常 值 阵 ， 过 点 C; 人 建 六 与, 的 连 体 荐 直上 其 基 和 早产 三 斜面 平行 . 基 矢 嘲 
与 斜 而 重 骨 ， 孔 的 位 形 毕 标 为 qi 一 C(x， yi) 

岁 忆 为 呵 刚 体 和 运动 的 某 瞬 时 ,斜面 滑动 贷 亢 点 口 , 同 柱 无 滑动 滚动 到 点 DD. 
喷 离 QD = xr( gp 一 g1)。 接触 点 DD 在 斜面 连 体 车 的 举 标 为 下 2 二 (0D 
vw) ptr(p 一 9 dd ,将 式 (1) 己 (2) 代入 ,有 

rp rp Gi) yuo=—! (3) 

对 于 斜面 BB ,其 受 力 悄 沈 如 图 ¢ 所 示 ， 令 点 和 A 为 斜面 底 边 上 的 -- 点 , 且 
AC 重生 于 地 面 。 由 十 地 而 无 诬 擦 ,地 面 对 斜 面 的 理想 约 来 力 向 点 入 简化 的 证 
天 为 Fy, 主 短 为 M1。 由 式 (5.2 一 8) 与 (5.2-9), 状 虑 到 式 (3), 斜 曾 的 动力 学 
方程 为 

mri= — Fosin d+ Fnecon 有 (4) 
ny = Foutmgt Focos d+ Fsingd (3) 
jw = MM ~ FnitForto— wm) (8) 
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例 5.2-3 财 
对 于 圆柱 记 , 上 其 受 力 情况 如 图 c 所 水 。 由 式 (5.2 一 8) 与 (5.2 -9), 圆 杜 的 


动力 学 方程 有 


13ra = Fosin 8- Frcosh (7) 

my = mg Focos 9- Fosinf (8) 

3 p= Fo 乒 (9) 

共有 6 个 方程 ,其 中 位 形变 量 6 个 ,理想 约束 力 Fv ,Mj ,Fn ,Fo 等 4 个 , 壳 要 4 


个 加 速度 约束 方程 。 
方法 1: 由 约束 方程 出 发 .建立 加 速度 约束 方程 。 
首先 考虑 到 斜面 只 有 x 方向 的 运动 , 故 有 两 个 绝对 约 东 ,约束 方程 为 
Pi- p18=0, B= y=0 (10) 
其 次 考虑 到 疗 柱 与 斜面 作 纯 滚动 (相当 十 齿轮 约束 )， 和 如 图 b 所 示 , 有 一 关 一 广 ， 
-并 , 考 虚 到 式 {2), 它 在 某 6 的 坐标 为 
站 -了 
rnp (11) 
根据 图 示 的 约束 ,矢量 上 在 斜面 上 的 投影 为 QRD = ig, g1)。 状 虑 到 上 式 ,有 
约束 方程 
Dy=dirh-r(g— 9)=dh- rp wo)=0 
此 外 ,在 司 自 于 斜面 法 线 方 问 的 投影 为 贺 柱 的 半径 x, 即 有 
B= (dx)h- r= (dh 0 
将 式 {1) 与 (11) 代 入 以 上 里 式 ,有 
中 ;二 ( 二 一 cos ql 十 (3 一 isin ol (op 一 如 [一 个 (12) 
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中, = (3 一 Tsin wi — (ya yons v1 i —r=0 【13) 
约束 方程 (10),{12) 与 (13) 为 系统 的 约束 方程 。 

将 约束 方程 (10) 对 时 间 求 一 ,二 阶 导 数 ,得 到 它们 的 速度 与 如 速度 约束 方 
程 , 即 

B=8,=0, ,==0 (14) 

$=p=0, ,=y,=0 (15) 

将 约束 方程 (12) 与 (13} 对 时 间 求 导 , 考 虚 到 式 (10),(12) 一 {15), 得 速度 约束 方 
程 为 


Dy = {ts ~ +1)cos 91+ (ya — y1)sin gi roa pi =0 (16) 
BD, = (7 — Ti)sin gr- (yi — yjeos ptr(o ~ pel=0 (17) 
或 将 式 (10) 与 (14) 代 人 ,速度 约束 方程 可 简 北 为 
$B, = (7 一 ycos f+ ysin 9g— re =0 (18) 
B= (7 i)sin 0- Yo008 0=0 (19) 
将 式 (18) 与 (19) 对 时 间 求 导 , 得 到 加 速度 约束 方程 为 
Dy = (rs .rijcos H+ ysin 0 ~ ros=0 (20) 
B= (2 ri)sin 0— ycos 0=0 (21) 


这 样式 (4) 一 (9) 式 (15)、 式 (20) 与 (21) 构 成 系统 封 而 的 运动 微分 方程 组 ， 

方法 2: 由 速度 约束 关系 出 发 ,建立 加 速度 约束 方程 。 

考虑 到 系统 在 运动 过 程 中 ,由 已 知 条 件 , 某 瞬时 在 接触 点 DD 圆柱 与 斜面 间 
无 相对 运动 。 在 斜面 上 考察 点 也 ,斜面 作 平 移 , 点 DD 的 速度 即 为 质心 C, 的 速 
麻 , 考 虑 到 式 (14) 有 

Yn = {| D) 【22 ) 

在 圆柱 上 考察 点 卫 , 点 姜 为 作 平面 运动 圆柱 上 的 一 点 , 它 关 于 质心 Co 的 矢 径 
为 谊 ,其 重 直 于 矢量 中。 考虑 到 式 (1) 与 (10) ,由 式 (1.4 一 8), 矢 径 名 在 惯性 
基 上 上 的 坐标 阵 为 pz = rd 二 rr( 一 sin 8 cos 8)',， 由 式 (2.2- 34) , 操 姜 的 速 
度 在 惯性 基 上 的 坐标 阵 为 


(23) 


了 站 ， 3 
Zn = vt pF = |. 
.了 


由 式 (22) 与 423) ,得 到 天 刚体 的 速度 约束 关系 为 
2 — raoos 日 一 并 ;二 
3 一 relsSin 及 = 
不 难 验 汪 以 上 两 式 与 式 (18),(19) 一 狐 ， 将 上 面 涛 个 方程 分 别 求 -- 阶 导数 ,可 得 
到 加 速度 约束 方程 
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7 一 TI 一 oaoos 昌 = (24) 

ya 一 roasin 8=0 (25) 

这 样式 (15),(24) 与 (25) 鬼 成 系统 的 加 速度 约 来 方程 。 显 然 方法 2 比方 法 1 简 
音 些 。 


册 式 (4) 与 5) 可 解 得 约 末 力 


Fo = mgcos 0+ ml(rsin f+ ycos 日) (26) 
Fo=mgsin 6— matrcos f— ysin 8) .27) 

考虑 到 式 (11) ,由 式 (2) 
Fi=mpgt+m gt m,Yy, (28) 


5.2.4 处 理 动力 学 问题 的 独立 坐标 方法 


上 于 外 绍 了 利用 刚体 半 面 运动 的 动力 学 太 程 (5.2- 14) 和 解决 动 力学 基本 问 
是 的 - - 般 方 法 。 读 省 可 以 得 出 这 样 的 规律 ， 

(1) 动力 学 问题 的 求解 规模 与 系统 刚体 的 个 数 有 关 , 如 果 了 刚体 的 个 数 为 N， 
系统 的 位 形 坐 标 为 二 3NN ,动力 学 方程 的 个 数 也 为 点， 

(2) 对 于 下 在 约 东 的 系统 ,动力 学 方程 中 出 现 未 知 的 理想 约束 力 ,如 果 它 们 
个 数 为 *。 对 开动 力学 正 癌 题 , 需 要 补充 * 个 独立 的 如 速度 约束 方程 ; 

(3) 通过 处 理 可 以 将 mt+* 个 党徽 分 方程 缩 并 为 不 含 本 知 埋 想 约 束 力 的 动 
力 池 方程 ,方程 个 数 与 系统 的 自由 度数 8 = nn -相同 . 

对 于 已 知 玉 动力 求 系统 的 运动 与 理想 约束 力 , 或 已 知 运动 求 主动 力 与 理想 
约束 力 的 关系 的 工程 问题 ,可 利用 工 节 介绍 的 方法 。 如 果 在 -一 个 上 县 体 的 动力 学 
问题 中 对 理想 约束 力 不 感 兴趣 ,上 车 介绍 的 - 般 方 法 将 显得 相当 繁 锁 。 本 节 将 
到 介绍 的 力 法 是 利用 描述 系统 位 形 的 独立 坐标 直接 建立 系统 动力 学 方程 , 方 各 
中 不 出 现 约束 肥力, 微分 方程 的 个 数 与 系统 的 自由 度数 8=xx~， 相同 。 叮 见 ， 
处 理 徽 分 方程 的 规模 由 ”+ 减少 到 一; ,工作 量 上 大 人 减 小 ,特别 是 刚体 个 数 比 
较 多 , 犁 由 度 比 较 少 的 系统 于 为 明显 。 至 村 费 了 解 系统 整个 位 形 ,问题 归结 为 已 
知 独 立 坐 标 求 蒜 统 位 形 其 他 坐标 的 运动 学 后 题 , 这 在 第 2 音 与 第 3 章 中 已 经 解 

下 面 通过 例 了 于 说 时 .上述 的 方法 


[ 例 5.2 一 41 利用 独立 半 标 方法 解决 建立 例 $.2- 1 中 杆 AB 多 还 力学 方 
解 ; 首先 灶 系 统 进行 运动 学 分 析 。 系统 的 位 形 华 标 为 3. 有 两 个 约束 上 方 各 


i ,4 C1} 
+ 3 i , ~ 3 媒 全 人 
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故 系统 有 ~ 个 自由 度 , 取 独立 坐标 为 gw。 与 该 独立 坐标 相关 的 动力 学 定理 是 动 
量 扼 定理 。 由 倒 5.2-1 儿 可知 ,如 采取 关于 质心 的 动量 撼 定理 ,将 出 现 理想 药 
束 力 Fu 与 Fu。 如 果 建 立 关于 相对 于 辑 心 S 的 动量 答 定 理 ,理想 约束 力 将 不 
出 现 ( 风 例 4.5-1 图 )。 出 例 4.5-T 知 , 慎 AB 关于 肯 心 5 的 转动 企 量 为 J = 
pt 所 。 重 力 关 于 瞬 心 $ 的 力 乱 为 As = (zmgfsin gg) 人 2, 由 动量 给 定理 式 (4.4 一 
14) ,有 有 


zz mel . 
9 sing 


可 得 到 关于 独立 坐标 p 的 动力 党 方程 
5 和 sin 中 一 0 
与 例 5.2--1 式 (一 教 。 在 给 定 初始 条 件 1 一 0,g= go,wp 二 0。 那么 如 上 果 由 上 


式 解 得 p(t) ,g(t) 与 g(2), 出 约束 方程 (1) 及 其 速度 与 加 速度 约束 方程 经 运动 
学 分 析 可 得 错 x (2),y(2) ,ry x(t) 与 y(1)。 


[ 例 5.2~5] 考虑 例 5.2-2 中 圆柱 作 无 滑动 滚动 的 情况 。 利 用 独立 坐标 
方法 试 写 出 其 动力 学 方程 与 圆柱 下 请 的 加 速度 . 

解 : 如 例 5.2 -2 图 aa 所 未 ,建立 惯性 基 与 连 体 基 。， 图 性 的 在 形 坐标 为 好 = 
(z yy fg) 。 考 虑 到 该 圆 福 在 斜面 上 作 无 滑动 滚动 ,有 约束 方程 

yO, r=rg (1) 

故 圆 柱 有 一 个 自由 度 。 

圆柱 受 为 情况 如 例 $S.,2- 2 图 b 所 示 , 为 了 在 动力 学 方程 中 不 出 现 约束 力 ， 
考虑 到 接触 点 为 瞬 心 ,圆柱 作 瞬 时 定 轴 转 动 。 圆 柱 绕 该 点 的 转动 惯量 为 了 
= 本 六 一 31, 主动 力 对 点 万 的 力 惩 为 AD) = mgrsin y。 由 动量 算 定 晶 
式 (4.4 一 14), 有 


Im 
3 om = mgrsin p 


可 得 到 关于 独立 坐标 & 的 动力 学 方程 


的 一 Esin ¢= 0 


将 约束 方程 (] ) 的 第 一 式 求 一 阶 导数 ,将 上 式 代 入 , 即 得 到 质心 下 治 的 加 速 
度 - 


[ 例 5.2-6] 利用 独立 举 标 方法 解决 例 5.2- 3 的 问题 (1) ,月 求 射 面 与 贺 
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柱 质 心 的 加 速度 。 

解 ; 首先 对 斜面 -圆柱 系统 进行 运动 学 分 析 。 建 立 如 图 a 的 惯性 基 , 对 于 
糙 面 B 在 质心 C 建立 连 体 基 看 ,如 图 所 示 基 矢量 x! 与 斜面 平行 。 Bi 的 位 形 
坐标 为 g(x， 的) 并。 考虑 到 也 在 惯性 基 内 作 平 移 ,有 约束 方程 

3 = const, w= const (1) 
斜面 B 有 - -个 自由 度 。 对 二 圆柱 B ,如 果 在 惯性 基 上 考察 其 运动 , 取 二 个 笛 卡 
尔 亿 形 坐 标 , 它们 均 时 变 。 如 果 在 B, 的 连 体 基 站 上 考察 ,不 矢 - 般 性 , 令 初 始 
位 置 圆 柱 已 质心 的 在 基 矢 量 六 上 ,BB 的 连 体 基 基 矢量 产 与 六 1 平行 。 BB 的 
位 形 由 相对 于 B, 的 连 体 基 e 定义 , 即 和 =(z2 y; gpg)"。 其 中 必 5 与 y2 区 
质心 C; 在 基 & 上 的 坐标 .这 是 加 柱 BB 的 拉 格 朗 日 位 形 坐 标 ( 见 3.1 节 )。 由 
于 圆柱 在 斜面 十 作 无 滑动 的 滚动 ,有 约束 方程 

ya = const, 4 = rp, {2) 
圆柱 相对 于 斜面 有 一 个 自由 度 。 通 过 上 述 分 析 系 统 有 2 个 自 由 上 度 , 现 将 系统 的 
位 形 华 标定 义 为 g= {x x )7。 

下 面 根据 天 量力 学 的 基本 定理 建立 关于 坐标 g 的 动力 学 方程 。 对 于 Bi , 质 

心 C 的 绝对 速度 为 
d= TE 
BB 的 质心 C; 对 于 Bi 连 体 基 人 是 动 点 ,由 式 (2.5 一 6), 有 
Vy Ut + = rl +r 
该 速度 在 基 矢 量 与! 上 的 坐标 分 别 为 
U2, = HY CO D+ ri v= +ricos 6 


以 系统 为 对 象 , 蜀 体系 质心 运动 定理 式 (4.3 -13) 在 基 矢 量 的 坐标 式 将 
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不 出 现 理想 约束 力 F 与 MI , 即 


Hic 十 ma (Tr COS d+.r1)=0 


或 改写 为 
Cm + pa x + 2 2 C08 = {3) 
以 BB, 为 对 每 , 写 出 质心 运动 定律 在 基 矢 量 的 举 标 式 
mrat rl cos 8)= mpsin 8— Fp (4) 


B, 关于 质心 忆 , 的 转动 惯量 为 J = mr 12。 考 虑 到 式 人 2) 的 第 二 式 , 久 相对 于 
Bi 的 角速度 为 9 一 ofr ,考虑 到 B, 作 平 穆 , 故 该 由 速度 也 为 B 的 绝对 骨 速 
度 。 写 出 关 十 质心 C, 的 动量 矩 定理 ,有 


mr (SS)=Fer (5) 
由 式 (4) 与 ($5) 消去 Fp ,有 
Fm + msicos 0=m,asin 8 (6) 


这 样 方程 (3) 与 46) 构 成 系统 的 动力 学 方 称 ,， 蛮 量 为 系统 的 独立 坐标 9 = 
(ri xi2) 。 此 方程 组 可 以 分 离 变量 , 即 
~ 2mosin Heos 0 
~ 3m + p12 ) — 2 pocos Pi 
I = mm sind (8) 
| 3 + ma) -2mcos 晶 

试问 在 建立 图 柱 的 动力 学 方程 (6) 时 ,是否 可 以 类 似 丁 例 5.2 一 5 的 方法 在 
贺 柱 与 锋面 的 接触 点 使 用 动量 知 定 理 。 

通过 上 面 三 个 例 于 可 知 ,利用 系统 独立 位 形 坐 标 建 立 动力 学 方程 串 得 到 不 
会 理想 约束 力 的 微分 方程 。 该 方程 建立 了 主动 力 与 系统 运动 加 速度 的 美 系 。 如 
有 主动 力 已 知 ,给 定 初 始 条 件 ,对 微分 方程 进行 积分 得 到 独立 坐标 的 时 间 历 程 ， 
整个 系统 的 位 形 可 通过 运动 学 分 析 解 决 。 如 果 握 知 独立 举 标 的 运动 规律 ,由 上 上 
述 方 程 也 可 求解 实现 该 运动 的 主动 广 。 在 处 理 上 述 问 题 的 范围 内 ,利用 本 节 介 
绍 的 方法 较 上 节 介 绍 的 处 理 动 力学 问题 的 - - 般 方 法 可 能 要 简单 些 , 

动力 学 建 模 是 种 方法 的 主要 差异 是 , : - 般 方 法 处 理 问 题 具 有 程式 化 的 特点 ， 
而 利用 独立 党 标 建立 动力 学 方程 的 方法 则 讲究 技巧 。 对 于 “: 般 方法 ,建立 刚体 
系 动 力学 模型 是 以 每 个 刚体 为 单元 ,定义 它们 的 3 个 笛 卡 尔 坐 标 . 建 立 3 个 统 
形式 的 动力 党 方程 (5.2- 12) ,系统 的 坐标 与 动力 学 方程 由 它们 组 集 而 成 式 (S.2 
14) 由 于 林 知 的 理想 约束 力 的 存在 , 弗 人 的 约束 方程 也 比较 规范 , 多少 个 理 
想 约束 力 让 有 多 少 个 约 旧 方程。 正 昨 贞 于 比较 程式 化 , 故 建 模 的 过 程 不 友 容 易 
出 错 :， 铀 点 是 动力 学 模型 的 规模 太 大 。 利 用 独立 举 标 建立 动力 学 方程 ,首先 出 


(7) 


| 
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运动 学 人 手 , 分 析 系 统 的 自由 度 ,定义 描述 系统 位 形 的 独立 坐标 (或 省 卡尔 位 形 
坐标 ,或 拉 格 朗 日 位 形 坐 标 ,或 是 它们 的 混合 )。 然 后 进行 运动 党 分析, 建立 刚体 
质心 速度 和 角速度 与 独立 坐标 速度 间 的 关系 。 直 接 由 动力 学 基本 原理 建立 动力 
学 方程 。 所 得 到 的 动力 学 方程 个 数 最 少 。 由 于 系统 独立 坐标 的 定义 不 是 唯一 
的 ,上 述 过 程 的 简 营 程度 以 及 方程 的 简洁 程度 取决 于 独立 再 标的 选取 ,无 -- 定 的 
规律 可 循 。 由 于 讲究 技巧 ,所 以 要 求 读者 有 清楚 的 运动 学 与 动力 学 概念 以 及 建 
开动 力学 方程 的 经 验 ,个 然 容 易 出 错 。 此 外 这 种 方法 无 法 求 理想 约束 力 。 


5.3 非 惯 性 基 下 动力 学 方程 


在 很 多 工程 问题 中 , 希望 得 到 刚体 相对 于 非 惯性 基 的 运动 规律 。 如 讨论 
车 辆 在 作 赤道 运行 时 的 车 钵 的 振动 ,航天 器 在 作 构 圆 轨道 运行 时 的 姿态 分 析 。 
在 进行 动力 学 分 析 时 ,它们 的 参考 基 以 时 间 的 已 知 规律 在 运动 ,通常 均 为 非 惯性 
基 。 本 节 将 建立 刚体 相对 非 惯性 基 运 动 的 动力 学 方程。 


5,3.1 质心 相对 运动 动力 学 方程 


如 图 $- 4, 在 刚体 的 运动 平面 上 的 定点 (0 建立 一 惯性 参考 基 #6 = 
点 在 该 平面 上 运动 ,以 此 点 为 
基点 ,建立 - - 动 参 考 基 让 = (让 )'。 今 基点 
OO 关于 定点 Du 的 矢 径 为 Ra, 方位 角 为 yj。 
矢 径 民 。 在 惯性 参考 基色 的 坐标 阵 为 Rs。 该 
动 参考 基 相 对 与 惯性 基 作 平 商 运动。 那么 上 
述 变 量 为 时 间 已 知 的 吗 数 ,有 
Ro = R(t), j= w(t) (5.3—1) 
将 动 基 6 相对 干 惯性 基部 的 角速度 矢量 记 为 
ao, 有 


图 5-4 非 惯性 参考 基 


on = 岂 (5.3—2) 

考虑 一 平面 刚体 ,在 其 的 质心 丫 上 作 连 体 基 闻 = (zy*)!。 刚体 关于 动 

基 的 方位 角 为 g。 令 质心 C 关于 定点 O6 的 矢 径 为 尺 ,关于 点 〇 的 矢 径 为 
由 图 5 一 4, 上 述 矢 径 间 有 如 下 关系; 

R=Ro+r (5,3-3) 

考虑 质心 C 的 加 速度 它 可 以 由 式 {5$.3- 3 两 次 对 时 间 求 导 得 到 。 也 可 

这 样 处 理 ,将 质心 C 作为 柑 对 于 动 基 运动 的 动 点 ,对 照 2,5 节 的 普遍 公 江 
[2.5 一 7) ,可 以 直接 写 出 如 下 关系 式 : 
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0 _， 由” 2 0 , 可 _， _ 
RR +t Hs to YF hi tnx (Do x7) {5.3—4) 


式 中 , 世 ( ) 与 车 ( ) 分 别 表示 在 惯性 基 由 与 动 基 上 对 时 间 求 导 。 引 用 2.5 节 
的 符号 ,有 


人 一 证 十 (《S.3 一 十 ) 
式 中 ， 
0 3 

ac ~ (5.3—5) 
de (5.3-6) 

一 二 = 中 +» ~ 一 和 
ac= rRot do tw X (wo x7) (5.3—7) 
dC =260 x Or (5.3—8) 


它们 分 别 表 示 刚 体质 心 C 的 绝对 加 速度 .关于 动 基 的 相对 加 速度 .牵连 加 速度 
与 科 氏 加 速度 。 
根据 刚体 的 质心 运动 定理 式 ({4.3 一 10), 将 式 (5.3 一 4) 代 入 式 (4.3 一 10) 时 
应 将 R 替代 原来 的 ,有 
m(a' +ar+tac)=F, 


将 外 力 的 主 秋 分 为 主动 万 与 理想 约束 力 的 主 矢 , 即 下 :与 Fr。 十 式 经 整理 ,有 


ma = +F"+F+F (5.3—9) 

式 中 ， 
F'= -ma (5.3—10) 
Fi= mat. (5.3—11) 


分 别称 它们 为 刚体 的 牵连 惯性 力 与 科 氏 力 。 

在 5.2 节 中 矢量 在 惯性 基 部 上 对 时 间 求 导 箭 写 为 在 相应 的 字母 二 加 点 。 
为 了 简洁 起 见 ,在 本 节 将 在 动 基 8 上 对 时 间 求 导 zf ) 用 ( ) 表 示 。 这 样 由 式 
(5.3 9) 得 到 质点 系 质 心 C 相对 动 基 的 动力 学 方程: 

mi = mdr = tPF + +FE (5.3—12) 

它 描述 了 刚体 质心 相对 运动 定理 , 即 质点 系 质心 的 相对 如 速度 矢量 与 其 质量 的 
乘积 等 于 作用 于 质点 系 的 主动 力 与 理想 约束 力 的 主 矢 .牵连 惯性 力 与 科 氏 力 的 
矢量 和 。 

矢量 方程 (5.3- 12) 可 以 根据 需要 在 动 基 计 上 也 可 在 惯性 基 癌 上 列 出 它们 
- 维 的 标量 坐标 式 、 现 将 该 饼 量 方程 在 动 基 外 上 的 二 维 坐 标 式 记 为 
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mr=F*+F"+F {353.3 .13) 
称 其 为 质点 系 质 心 的 相对 运动 动力 学 上方 称 。 式 中 
下 1 一下。 二 下 (5.3— 14) 


称 为 惯性 力 。 将 式 (5.3 一 13} 与 式 (5.2 一 8) 比 较 可 知 , 如 果 在 刚体 的 质心 上 加 上 

惯性 力 ,刚体 质心 相对 运 开动 力学 方程 杜 瑚 式 上 与 绝对 运动 动力 学 方程 (5.2 一 
8 一 致 - 

下 面 推导 幸 连 惯性 力 与 科 氏 力 在 动 基 上 上 华 标 式 。 

考虑 到 式 (5.3 一 2) ,质心 C 的 牵连 加 速度 式 (3.3-7) 与 科 氏 加 速度 式 15.3 

-中 ) 变 为 
下 . , 
. dc= Rot Toi)+y x (x7) (5.3— 15) 
2 =2 刀 XY (5.3—16) 


考虑 到 矢 径 及 , 在 惯性 基 &? 的 坐标 阵 为 上 ，, 故 武 (5.2- 13) 中 的 2yR。 在 惯性 


基 6 的 坐标 阵 为 下。 ,在 动 基 E 的 坐标 阵 为 47 下 ,。 其 中 4 为 动 基 & 关于 惯性 
基站 的 方向 余弦 阵 , 即 


OS 一 Sin yl 
sl 二 cos 出 | 
这 样 ,由 并 (1.4 一 8) 与 4.4-9) ,牵连 加 速度 与 科 氏 加 速度 在 动 基 的 坐标 阵 为 
ac=A RotIry— yr (5.3—17) 
at.=2Hy (5.3— 18) 
考虑 到 式 (5.3 一 9) 与 (5.3- 10), 得 到 秦 连 惯性 力 与 科 氏 力 在 动 基 的 坐标 阵 
Fo-maec= -mA Rt yr) {5.3—19) 
= -mat= -2mire (5.3—20) 


[ 例 $.3-1] 图 示 一 测 振 仪 。 仪 器 的 机 架 内 有 一 质量 为 mm 的 振子 ,当初 
多 随 春 外界 运 动 时 ,振子 相对 与 机 架 产 后 相对 运动 ,振子 上 的 笔尖 将 在 机 架 的 深 
简 上 记录 下 振子 的 相对 运动 。 令 振子 上 的 弹 质 刚度 系数 为 上 ,粘性 摩擦 系 数 为 
c。 当 机 架 在 作 简 谐振 动 bsin ot 时 ,建立 振子 的 相对 运动 方程 。 

解 : 如 图 建立 一 惯性 基 人 ,在 机 架 上 建立 一 动 基地、 动 基站 与 惯性 基 癌 无 
相对 转动 ,ws =0。 动 基 的 基点 口 定义 在 振子 的 未 振动 时 的 平衡 位 置 处 ,该 点 关 
于 惯性 基 的 矢 径 为 忆 , ,由 已 知 条 件 有 

R, = (Bo t+ Bsn ef )z 


式 中 名 为 基点 口 的 初始 位 置 。 加 速 度 矢 量 为 
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R= — (bw?sin wt )z 
考虑 到 此 式 , 出 式 (5.3 一 18) 与 ($5.3 一 


19) 牵 连 惯性 力 与 科 氏 力 分 别 为 过 (7) 
F*= {mbwsin 加 二 【1 1 


一 上 


Fe=0 (2) 
振子 的 受 力 情况 如 图 所 示 , 重力 G@ = 
mE 、 强 性 力 下 与 粘性 摩擦 力 F, 分 别 
为 


G = 一 ppg, F, = ~ k(xT— Lr, 
Fy = ~ ci (3) 
式 中 4 为 弹簧 的 原 长 。 将 式 (1) 一 (3) 岗 5 3_1 图 


代入 式 (5.3 一 12) 得 到 振子 的 相对 运动 
动力 学 方程 在 上 方向 的 坐标 式 

mz = — mg— kr om) ert mbw’ sin wt 
考虑 到 振子 处 在 平衡 位 置 时 有 mg = 如 ,上 式 经 整理 有 


bb Fp 站 也 下 
7 er 十 RT = rmacw’ sin et 


由 上 例 可 知 , 利 用 非 惯性 基 下 刚体 平面 运动 的 相对 动力 学 方程 ($5.3 一 13)， 
可 以 处 理 在 给 定 动 基 运动 规律 情况 下 的 刚体 相对 运动 的 动力 学 问题 。 当 相对 运 
动 为 已 知 的 情况 下 利用 式 {5.3 一 13) 也 可 得 到 在 惯性 基 下 的 刚体 质心 的 动力 学 
方程 。 有 时 这 样 做 可 能 比 直接 推导 较为 简单 。 请 看 下 面 的 例子 、 


[ 例 5.3-2] 图 示 为 一 质量 为 jx 的 单 摆 , 押 长， 初始 为 赂 ,以 后 以 等 速 。 
缩短 , 即 1 = i, wt 建立 抱 的 动力 学 方程 ， 
解 : 如 图 在 点 口 建立 一 惯性 基 癌 与 一 动 基 ,后 者 与 摆 线 平行 。 动 基 相 对 
与 惯性 基 只 有 转动 , 即 Ro 0,y= J(1)。 所 上 受到 的 力 为 重力 CG 与 绳子 的 拉 
力 Fi ,它们 在 动 基 上 的 坐标 阵 为 
G=mgleosy -sing)', Fr=(-F, 0 《1 ) 
摆 的 相对 运动 为 沿 动 基 x 轴 的 平移 ,其 矢 径 、 速 度 加 速度 在 动 其 上 的 坐标 分 别 
为 
r= 0) =(- 到 0 ，7r=(-m 0) ,70 0 {2) 
代入 式 (5.3 一 10) 与 (5.3 一 11), 得 到 摆 的 惯性 力 在 动 基 上 的 坐标 阵 为 
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一 内 (三 一 好) 


F=—m(Iy -yy )= -| (3) | 了 
r 人 了 
p= -2ni= -2n| - | (4) 
一 上: ) 
将 式 { 人 1) 一 (4) 代 入 式 (5.3- 13) ,得 到 摆 在 非 惯 性 基 
下 的 相对 动力 学 方程 
cos 负 | 
m 一 #h 十 一 
0 — siny 0 1 区 
— {i — wt) | 
"| blio— mt) | 人 本 则 (5) 例 53-2 图 


由 陈 (3 的 第 二 式 ,得 到 变 摆 长 摆 的 动力 学 方程 , 即 
(hv) -2vp+ gsin B=0 
由 式 (5) 的 第 一 式 , 可 得 到 变 摆 长 扎 的 拉力 的 表达 式 , 即 


Fi= mep (to ve) t+ mgeos yy 
5.3.2 刚体 相对 转动 的 动力 学 方程 


将 刚体 相对 于 动 其 与 惯性 基尼 的 角速度 矢量 分 别 记 为 总 与 名 ,根据 如 图 
5 一 4 的 定义 ,有 
d= ge (5.3~21) 
根据 角速度 释 加 原理 ,有 
B=0 + (y+ pz (5.3— 22) 
同样 记 刚体 过 质 心 C 重 直 于 运动 平面 轴 的 转动 惯量 为 J ,作用 于 刚体 外 力 
相对 于 质心 C 的 主 扩 为 M. = MZ, 将 式 (5.3 一 27) 代 人 人 式 (5.2 一 6) 或 (5.2 一 
7), 用 包 的 模 书 蔡 代 原 米 的 ww, 有 
Tw ta)= J (y+o)= M. 
将 外 力 的 主 矩 分 为 主动 访 与 理想 约束 力 的 主 策 ,分别 记 为 Mi 与 Mr 经 整理 ,有 


J = ME + M+ ML. (5.3—23) 
或 
十 十 (5.3—24) 
此 中 ， 
Me = — jy (5.3—25) 


称 为 质点 系 关 于 质 心 C 的 惯性 力主 矩 ， 
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3. 刚体 平面 相对 运动 动力 学 方程 
式 1$.3- 13) 与 45.3 一 24) 构 成 了 非 惯 性 基 下 平面 运动 刚体 的 动力 学 方程 。 
它们 可 合并 为 矩阵 式 , 即 
2 一 站 十 站 :十 下 (5.3 26) 
其 中 刚体 的 位 形 坐 标 9 . 增 广 质量 阵 Z 、 增 广 主动 力 阵 六 与 增 ) 理想 约束 力 阵 
jr" 的 定义 见 式 (5.2 一 11)。 式 中 天 =(F 下， BM) 为 增 广 惯 性 力 阵 。 


[ 例 S$.3 一 3j 图 上 少 为 一 称 为 "重力 梯度 稳定 卫星 "的 示意 图 。 该 卫星 有 一 
主体 也 与 哺 个 集中 质量 的 质点 已 | 与 P, 组 成 - 主体 也 的 质量 为 加 ,Pi 与 了 P， 
的 质量 均 为 mi ,距离 系统 质心 CC 均 为 !/。 如 果 卫 星 在 正常 稳定 的 运行 状态 时 ， 
卫星 的 质心 C 在 一 半径 为 R。 的 圆 轨道 上 运动 , P,P; 与 地 球 中 心 Ov 保持 在 

-条 直线 上 { 见 图 a)。 试 建立 卫星 的 动力 学 方程 , 旦 讨论 卫星 的 运动 . 

解 : 如 图 a 所 示 在 地 球 中 心 D0 建立 -个 惯性 基 总 。 在 卫星 无 扰动 运动 的 
圆 轨 道上 的 口 点 建立 : 动 基 寺 ,其 方向 如 图 所 示 , 通 常 称 其 为 卫星 的 轨道 坐标 
系 。 动 基 关于 惯性 基 癌 的 方位 角 为 多, 基点 O 关于 基点 CO。 的 矢 径 为 忆 ,, 它 
及 其 绝对 加 速度 矢量 在 惯性 基 人 的 举 标 阵 分 别 为 

Rao= Rtcos yg —sinyg)', R=— Ry (cos dy — sin pp) (1) 


(a) tb) 
例 5.3-3 轿 


卫星 在 正常 运行 的 情况 下 质心 C 在 作 匀 速 圆周 运动 ( 见 图 aj。 地 球 对 卫星 
的 引力 的 主 矢 Fo 的 方向 应 由 质心 C(O) 指 向 地 心 Du ,其 大 小 根据 万 有 引力 的 
FB = mt mo i 


0 
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式 中 ,wu 为 万 有 引力 常数 。 它 在 动 基 上 的 坐标 阵 为 

x (2 + pio) 1| (3) 
R? 0 

此 时 卫星 于 心 的 避 性 万 只 有 洗 连 惯性 力 , 考 虑 到 起 (1) ,由 式 15.3- 10), 右 


下 = 三 一 


| 
FF = -mg R= (rm + mo) Rad | | | (4) 


芍 虚 到 此 时 质心 在 点 口 相对 静止 ,将 式 (3) 与 ! ye 程式 ($5.3 一 13), 得 
到 了 1 尾 作 略 轨 道 运动 的 第 速度 .轨道 半径 及 卫星 惯量 参数 应 满足 的 关系 
$= pf Ro (5) 
卫星 在 雪 道 平面 受到 扰动 时 , HI 星 的 质心 C 将 偏离 口 点 , 矢 径 为 产 , 在 人 
点 建立 -卫星 的 连 体 基地 方向 如 图 所 了 未。 卫星 的 姿态 的 偏离 由 方位 角 2 描述 
此 时 质点 P,P; 与 星体 BB 上 所 受 的 万 有 引力 分 别 为 


2 L 7 一 = A > 
了 1 一 一 Ra 1 天 Ry Ro Fo= hr R (6) 


式 中 ;R; = Ro+ 产 + 1，; R= Rot t+ os 民 = 开 +。 考虑 到 如 下 的 矢 基 在 
动 基 下 的 坐标 阵 ,不 难得 到 上 述 矢量 在 动 基 下 的 坐标 降 ， 
[1 本 [ros | 


Ri = kK, -9 六 一 | ， P | pi:=—1i (7) 
L0) yl sn 他 sin ® | 
和 的 模 , 经 泰勒 展开 ,有 
R, =(R;R, 
! lr ,» ly ， x yr 3 
Le “元 - COS +2 高 +2£ Ri 他 十 之 “局 Si p+ 其 + 六 {8) 


在 下 面 的 推导 中 假定 卫 蛙 的 扰动 很 小 , 今 x jy 为 小 量 ,cos FE], sin pA pe 
另外 考虑 到 工 星 的 六 二 秋 小 于 轨道 半径 , 故 认为 HIR, 也 为 小 量 。 为 了 推导 简 
洁 , 住 下 面 的 推导 中 将 二 阶 以 上 的 小 量 忽 略 。 这 样式 (8}) 可 简化 为 
RR + RR +27r/R,) (9) 
同 理 有 有 
Ro Rll- 27R+2rRO， RR +2rIR I {10) 
将 式 (9) 与 (10) 代 人 人 式 (6) ,计算 它们 的 坐标 式 , 有 
sm | 十 24 RN + RN 


E78 ] ， 
F -RA iT) 
了 Ro | 2y/Rot pthR, | 
ri ， 
下 (12) 


Fk; R | 2y/Ro- igiR, 
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1+2xiR 
A pw 9 13 
' 及 Rn 2ylR; | (13) 
将 式 (1) 与 (4 和) 代 人 人 式 (5.3 一 18) 与 (5.3 一 19), 惯 性 力 的 坐标 式 , 有 
[+ xiRo | 


. —y 
FF = (m+ pd | {14) 
yiR | Y 人 


将 式 (1) 一 (14) 代 人 人 式 (5.,3 一 13), 考 庶 到 式 (5), 得 到 卫星 质心 相对 运 
动 方程 有 


下 =(2m,+ nme) R, yp 


x -2dy—3¢ x=0 (15) 
y+2 = (16) 

计算 作用 于 卫星 所 有 主动 力 关 于 质心 C 的 矩 。 有 
MM:.=(Ip,) Ft+ (ps) Fs -6 Ey 多 (17) 
将 上 式 代 入 式 (5.2 一 23) ,考虑 到 Mt =0 与 式 (5), 得 到 卫星 姿态 的 相对 运动 方程 
Ip+6mi’ yg g=0 (18) 


方程 (15),(16) 与 (18) 构 成 卫星 的 一 阶 近似 的 动力 学 方程 组 。 
由 式 (18) 可 解 得 
P= pucos (ht + &) (19) 
其 中 下 = 网 w 6mit1J。 可 克 , 由 于 两 集中 质量 的 重力 梯度 ,卫星 的 资 态 将 在 平 
衡 位 置 附近 摆动 。 这 种 不 需要 动力 的 卫星 姿态 稳定 的 方法 称 为 卫星 的 被 动 稳 
写 , 重 力 梯 度 稳定 是 被 动 稳定 的 一 种 ， 
和 将 式 (15) 对 时 间 求 导 , 将 式 :16) 代 人 ,消去 y, 得 到 


rtyr=0 
9 可 和 解 得 
T= dut dsint dt + ny) (20) 
代 人 式 (16) 有 
y= — 20acost fi + ng) 
可 解 得 


y= + ht+t2deost yt n) (21)} 

租 将 起 (20) 与 (20D) 代 大 式 (15), 果 得 到 积分 常数 有 如 下 关系 :b= -3ua 52 上 
成 变 为 

y= et2deos( hi + 8) {22) 

这 样式 (20) 与 (22) 为 质心 相对 运动 的 解 ,其 中 dds.bos 及 积分 党 类 ,可 击 初 

妈 杀 任 确 定 .需要 注意 的 是 上 述 解 的 适用 范围 是 质心 为 小 扰动 的 情况 ， 从 解 的 
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性 态 可 知 , 当 质心 有 扰动 时 质心 的 相对 运动 将 偏离 原来 的 平衡 位 置 。 


5.4 磁 挤 


撞 是 物体 运动 的 特 听 有 形式, 其 特点 是 在 很 得 的 时 间 问 隔 中 物体 的 速度 发 
生 突 然 的 变化 。 如 工程 中 的 银 铁 .打桩 ,生活 中 岂 足 球 , 拓 钉 子 等 。 此 外 ,如 果 一 - 
个 运动 春 的 物体 ,突然 对 其 施加 约 东 ,物体 的 速度 也 会 发 生 突变 。 如 机 械 臂 突然 
抓 往 一 个 运动 中 的 物体 ,物体 与 机 械 辟 系统 的 运动 将 发 生 突变 。 在 力学 上 凡 物 
体 的 速度 或 动量 发 生 突变 的 现象 均 称 为 碰撞 。 本 节 将 根据 动力 学 的 基本 原理 对 
碰撞 现象 进行 描述 ,讨论 碰撞 运动 的 基本 规律 。 


5.4.1 人 研究 磁 撞 的 基本 假定 ”恢复 因数 


两 物体 发 咎 碰撞 ,在 非常 短暂 的 时 间 内 速度 有 很 天 的 变化 。 通 常 碰撞 的 时 
间 间 隔 在 千 分 之 一 到 万 分 之 -之 间 , 故 物体 的 加 速度 极 天 。 据 此 ,由 动力 学 基本 
原理 可 知 , 在 碰撞 的 时 间 间 隔 中 物体 相互 的 作用 力 将 非常 大 。 称 这 种 在 短暂 时 
刻 发 生 远 大 于 普通 力 的 力 称 为 碰撞 力 。 在 这 样 记 大 的 碰撞 力作 用 下 ,物体 表 定 
产生 变形 ,同时 会 发 生 声 , 光 与 热 等 物理 现象 。 说 明 碰 撞 的 物理 现象 很 复杂 , 碰 
撞 过 程 中 将 有 -一部分 机 械 能 转化 为 其 他 运动 形式 的 能 量 , 机 械 能 不 守恒 。 

要 分 析 清 楚 | 上 | 述 物理 现象 将 涉及 到 多 门 学 科 的 知识 ,在 理论 力学 中 将 不 考 
虚 碰 撞 时 间 问 隔 中 的 所 有 物理 过 程 ,主要 讨论 在 碰 接 旋 的 作用 下 物体 在 碰撞 前 
后 的 速度 的 变化 。 为 此 作 如 下 的 假定 : 

(1) 由 于 不 考虑 磁 擅 时 间 间 隔 中 碰撞 力 正 的 变化 ,碰撞 力 对 物体 的 作用 直 
接 用 碰撞 力 的 冲 量 来 描述 ,碰撞 力 的 冲 量 称 为 碰撞 冲 量 , 记 为 j 定义 为 

i= | Ed (5.4—1) 

式 中 ,z 为 碰撞 的 村 间 间 隔 。 

(2) 通常 碰撞 力 是 物体 的 普通 作用 力 { 如 重力 ,弹性 力 等 ) 的 数 百 售 与 数 于 
倍 。 故 在 讨论 磁 撞 的 效应 时 只 考 启 磁 接 力 , 其 他 的 相互 作用 力 均 锦 略 。 

43) 由 十 碰撞 的 时 间 间 隔 * 非常 短 ,质点 的 位 移 、 刚 体 的 位 形变 化 也 非常 
小 . 故 逢 略 这 种 变化 ,只 尊 虑 它们 的 速度 的 和 变化， 尽管 该 位 形 的 变化 很 小 .由于 
碰撞 力 很 大 , 故 嫌 掠 力 所 作 的 坊 为 -有限 们 ,不 能 扰 略 。 

考虑 两 个 贺 球 正 碰 挤 ( 匈 图 5 一 5) ,所 滑 正 碰撞 是 指 磁 撞 脐 后 两 球 中 心 的 速 
度 与 两 中 心 连 线 重合 。 牛 顿 在 研究 这 个 物理 模型 时 将 磁 挤 的 过 程 分 为 两 个 阶 
段 。 第 一 阶段 是 从 球 Bi 与 球 怨 相 接 触 ( 见 图 5 一 5a) 到 讽 球 速度 一 致 , 均 为 
( 见 图 5 一 5b)。 令 两 球 相互 接触 时 , 球 B 与 已 的 速度 分 别 为 wo 与 on 
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3, 8, 
se 


{a) (h) fc) 
图 3-5 正 碰 撞 的 两 个 阶段 


(之 vw): 第 二 阶段 旦 两 球 由 状态 b 到 开始 分 离 。 令 两 球 分 离 时 , 球 有 与 已 的 
速度 分 别 鸭 名. 三 v2.( 之 wi 0( 见 图 5 一 5c)- 第 一 阶段 称 为 物体 的 接触 变 撒 阶 
段 , 第 二 阶段 称 为 物体 的 变形 恢复 阶段 ， 
叶 动 量 定 理 的 积分 形式 (4.3 一 9) ,考虑 到 式 (5.4 一 ]), 住 接触 竹 形 阶段 有 
piju— nivo = —T, mu mvum— 1 (5.4—2) 
其 中 mm 与 ms 分 别 为 球 BB 与 也 的 质量 ,1 为 该 阶段 球 B 作用 于 球 BB, 碰撞 力 
的 冲 量 .在 亚 展 恢复 阶段 有 
ji mi Hu, paov 一 《5S. 4 一 3) 
其 中 了 为 该 阶段 球 也 作用 于 球 记 碰撞 力 的 冲 量 。 牛 顿 认为 这 两 个 碰撞 冲 量 的 
比 为 常数 ,日 该 常数 与 碰撞 物体 的 材料 性 质 有 有关 ,与 物体 的 形状 ,大 小 和 碰撞 前 
的 速度 无 大 ,， 将 这 个 常数 称 为 恢复 因数 , 记 为 e, 即 
三 了 (5.4—4) 
已 若 正 磁 撞 初 如 时 鹿 两 球 的 速度 wi 与 vw ,由 式 (5,4 一 2) 可 得 天 速度 上 与 
溃 量 了 即 


PL Uo tT js Ua HP Win — op ) 
= 
mt i + i- 


由 式 (5.4 一 3) 一 《5.4 一 5), 在 已 知 恢 和 揽 轩 数 的 条 件 下 可 得 到 碰撞 终了 时 刻 册 球 
的 速度 zi. 与 与 冲 量 二 , 印 


(5.4~5) 


Tr (1 十 ,2 tin ~ Va) 
" m+n 


(vu- am) (5.4—6) 
v3. = vn + 1+ e) 二 
1 Hi ] 
mi mt wo 一 von) | 
I 一 z | 十 Hla (5.4 7) 
由 式 (5.4 一 6). 可 得 到 
rs (5.4—8) 
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这 是 恢复 因数 的 为 一 个 定义 , 即 恢 复 因 数 等 于 碰撞 前 后 两 物体 相对 速度 的 绝对 
值 之 比 、 通常 ,可 根据 此 定义 由 实验 测定 两 物体 间 的 恢复 因数 。 表 .4 一 1 给 出 
了 一 些 材 料 的 恢复 因数 。 尽 管 定义 (5.4 一 8) 是 由 下 碰撞 得 到 的 ,现在 已 将 其 推 
广 为 恢复 因数 等 于 两 物体 按 艇 点 碰撞 前 后 相对 速度 绝对 信之 比 。 

表 5.4-1 材料 的 磺 盾 因数 


恢复 因数 

通常 恢复 因数 。 为 小 于 1 大寺 0 的 数 ， 当 ee=0 时 ,由 式 (5.4 一 8),w.. = 
wr; 两 球 将 不 会 分 离 , 即 磁 撞 无 变形 恢复 阶段 ,物体 的 人 克 撞 处 为 塑性 变形 ,这 种 
碰撞 称 为 完全 塑性 碰撞 。 当 ee=1 时 ,由 式 (5.4 一 8)， za 一 oo 物体 
在 变 形 恢 复 阶段 ,变形 完全 人 恢复 ,物体 的 碰撞 处 为 弹性 变形 ,这 种 碰撞 称 为 完全 

两 球 的 碰撞 前 后 的 能 量 分 别 为 


1 3 2 ] 2 
—- = "FT" 二 2 
了 1 二 可 《了 | on 十 12 TH ， 了 = (ml i 十 rh wy, ) 


考虑 到 于 式 与 式 (5.4 一 6), 可 得 到 而 撞 前 后 的 能 量 差 , 即 机 械 能 的 损失 为 
ma(v — vw) 
2{ p21: + ps ) 


可 匈 对 十 完全 弹性 辜 擅 ,能 景 拔 失 为 党 。 完 全 塑性 祥 撞 能 耗 最 大 。 
5.4.2 碰撞 冲 基 作 用 下 刚体 动量 与 动量 矩 的 变化 


动力 学 基本 定理 适用 于 所 有 的 机 械 和 运动。 考虑 到 碰撞 动力 学 现象 的 特殊 
性 ,根据 上 季 的 假定 ,可 以 得 到 适用 于 碰撞 动力 学 分 析 的 数学 模型 。 

1. 定 轴 转 动 刚体 的 碰 术 问题 

考虑 绕 轴 Oz 作 定 轴 转 动 的 刚体 。 在 点 P, (k=1,2,.…,n) 受 到 主动 碰 檀 力 
玉 : 的 作用 ,此 时 在 轴承 A 与 B 处 将 产生 作用 于 轴 上 的 碰 挤 理想 约束 力 , 将 
它们 的 王 矢 记 为 FS 与 成 。 令 刚体 角速度 矢量 为 = 地 , 绕 该 轴 的 转 址 避 
其 为 Jo ,由 质点 条 对 定点 O 的 动量 矩 的 积分 形式 (4.4- 117) 的 第 三 式 可 
知 ,由 于 Ma (RE ) = Mo ( 袁 )=0, 刚 体 碰撞 前 后 对 该 轴 动 量 集 的 改变 等 于 
碰撞 力 对 该 轴 的 矩 之 和 , 妈 


Le Lo 一 J ortys 一 Je 


(5.4—9) 


To~ T={1-—e) 


= 2 |, Mo (Fi)d (5.4 — 10) 
式 中 
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| M (CR di =| (六 x Fs yd 
是 四 


由 上 节 的 假定 (3), 碰 接 前 后 刚体 位 形变 化 忽略 不 计 , 邯 
拓 径 六 与 时 间 无 关 . 故 上述 积 分 可 表示 为 


| Ma (Fi )ar = (5 x | dr)= i 【 产 ww 1 ) 
J | 
代 人 式 (5.4 一 10), 有 


Lo 一 Lp = Jow, — Jowo 二 Dz. (Fs ~ 1 ) 


(5S.4—11) 到 
图 5- 6 受 寿 挤 的 刚 
[ 例 5.4-1] 图 示 一 以 速度 为 mm 匀速 运动 的 小 车 体 定 轴 转 动 
上 上 有 一 边 长 为 上 的 方块 。 当 小 车 突然 停止 时 ,方块 将 绕 
底面 的 一 过 翻转 。 求 此 时 方块 翻转 的 前 速 度 与 方块 能 量 的 损耗 . 


例 S.4 一 | 图 


解 ; 小 车 突然 停止 ,方块 的 运动 从 原来 的 平移 罕 变 为 绕 点 0 的 定 轴 转 动 ， 
方块 绕 点 OQ 的 转动 惯量 为 J =2m13。 方 块 上 受到 前 理想 约束 力 冲 量 作用 与 
镑 口 ,分 解 为 I 与 15,。 如 果 对 口服 集 , 这 两 个 未 知 的 冲 量 矩 将 不 出 击 在 方程 
(3.4 一 11) 中 。 考 处 到 Jow = mwo112, 由 式 (5.4 一 11) 有 


S$ ml?a 一 Fmvol =0 
得 到 翻转 角速度 为 w= 3w141. 
方块 能 耗 为 


rn > 1 2 12 ，、，13ooP 5 ， 
了 一 了 一 了 了 了 Ja = Mo 5 3 oa 2 | = 


2. 平面 运动 荆 体 的 磁 撞 问题 
对 于 作 平 面 运 动 的 刚 栖 ,在 点 P(E 二 2, 学 到 外 页 撞 办 F, 的 作用 .， 
出 半 面 运动 的 动力 学 条 什 ,该 力 应 在 平和 创下。 由 动 最 定 埋 的 积分 形式 式 (4.3 一 


5.4 磁 撞 [99 


; ,可 以 得 到 刚体 在 碰 擅 前 后 动量 的 改变 等 于 作用 十 系统 外 碰撞 冲 量 之 和 , 即 
HT 一 muy 一 > 1 (5.4 一 12) 


式 中 m 为 刚体 的 质量 ,D6, 与 辫 ; 为 碰撞 前 后 的 质心 的 速度 ,i 为 外 碰撞 力 记 的 
碰撞 冲 量 。 式 (5.4 12) 的 坐标 式 为 
Far 一 Pit = {5.4 13 
由 一 浊 
全 刚体 绕 质 心 C 的 角速度 矢量 为 包 = oz ,此 
该 轴 的 转动 惯量 为 J ,由 质点 系 对 质心 C 的 动量 
矩 的 积分 形式 式 (4.4- 17) 的 第 3 式 可 知 , 刚 体 受 
碰撞 前 后 对 该 轴 动 量 矩 的 改变 等 于 碰撞 力 对 该 轴 
的 矩 之 和 , 即 


Le 一 Le 一 ew 一 0 


= S| Me (Ed (5.4-14) 9 
式 中 图 5 一 7 受 磺 擅 的 刚体 平面 运动 
| Me (Bde = (6 x FE)d 
由 上 节 的 假定 (3) ,碰撞 前 后 物体 变形 忽略 不 计 , 即 失 径 6, 与 时 间 无 关 , 故 上述 
积分 可 表示 为 
J Me CF)de = 2 (Bx | Ed)= z+ (6 x i) 
考虑 到 碰撞 力 上 为 运动 平 商 上 的 力 , 故 磁 撞 冲 量 也 应 为 该 半 面 上 上 的 失 量 由 
式 (1.4 一 了) 可知,2:(B xX)= {Ip} =(j4p)1L ,代入 式 (5.4-. 14) 有 
Lo — Loog = Ja — Jowe, = Dap, (5.4 一 1S) 


综 上 记述, 作 平 面 运 动 的 刚体 受到 磁 撞 时 ,碰撞 前 后 的 动量 与 动 丑 矩 的 变化 
由 式 (5.4 一 13) 与 (5.4 一 15) 确 定 。 吕 以 用 它们 进行 碰 檀 动力 学 分 析 


[ 例 $,4-2] 均 质 杆 DA 质量 为 pi ,长 为 ,一 端口 出 贸 链 与 机 座 相连 ， 
从 水 平 位 置 下 落 ,在 销 垂 位置 , 秆 的 另 一 端 A 撞击 -质量 为 Wr 的 方块 慢 点 
入 与 方块 的 项 恬 C2 在 间 水平线 上 上 。 已 知 恢复 因数 为 。， 炒 撞击 条 村 的 角 束 
度 与 方块 的 速度 , 杆 对 方块 的 冲 量 。 

解 ; 在 碰撞 前 , 杆 由 水 平 位 置 下落 到 锁 垂 位置 ,以 铅 垂 位置 杆 的 质心 C， 为 
零 执 面 , 由 机 械 能 字 司 ,= 了 工 , 印 
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例 5.4 一 2 图 


mg" 良 = 广 * 当 m0 
可 解 得 杆 在 铬 垂 位 置 的 角速度 为 wi =v 3gjl， 
以 杆 -方块 系统 为 对 象 , 擅 击 的 外 冲 量 只 出 现在 饺 O 处 。 为 了 在 方程 中 不 
出 现 未 知 的 理想 约束 力 冲 量 I 与 了 工 , ,对 〇 了 肥 答 。 侠 撞 前 :=0 的 状态 : 杆 作 定 
轴 转 动 角速度 为 wp =Y 3gii, 方 抉 静止。 碰撞 后 1 = r 的 状态 : 杆 作 定 轿 转 动 
角速度 为 ww , ,方块 平移 的 速度 为 rm , 故 由 式 (5.4-11), 有 
C2 vd + om) — Town = {1) 
碰撞 发 生 在 杆 的 点 A 与 方块 的 点 旦 ,点 B 的 速度 与 其 质心 0, 的 速度 一致 。 
由 恢复 因数 的 定义 式 (5.4 一 8), 有 
_ Vpr Var _ Var Wit 


e 
UA Vp wml -0 


故 可 解 得 
Vas = (or 十 cwio)! (2) 
将 式 42) 代 人 式 (1) ,可 得 到 撞击 后 杆 的 角速度 
w= tte, = me /38 (3) 


nid + oo, mit dna’y 
再 将 此 式 代 人 式 (2) ,可 得 到 撞击 后 方块 的 速度 
,= (wt own) lo = = tm /3 (4) 


ptd m0 现 ， + 3772 
为 了 求 杆 对 方 抉 的 冲 量 , 需 以 其 为 对 和 象 { 见 图 )。 由 式 {5.4 一 13) 
mo Mg = Wa Va = Lp, 


将 式 (4) 代 入 上 式 ,得 到 冲 量 为 
L, (1+e)p, V3 


~ Cm + dr rn 
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[ 例 5.4-3] 质量 为 阅 , 长 为 过 的 防 均 质 杆 CO4 与 4B, 以 久 A 相连, 一端 
OO 由 匀 链 与 机 座 相 连 。 现 在 杆 AB 的 质心 C 作用 一 水 平 冲 量 1 求 撞击 后 两 杆 
的 角速度 与 点 C, 的 速度 . 

解 : 以 杆 OA 为 对 象 , 它 作 定 输 转 动 。 杆 上 受 的 冲 量 如 图 所 示 , 对 点 口 取 
矩 , 由 式 ($.4- 11) ,有 

Tow dow = Tow = a, {1) 

其 中 ,为 杆 OA 撞击 后 的 角速度 ， 

以 杆 AB 为 对 象 , 它 作 平面 运动 。 盾 上 县 的 冲 量 如 图 所 示 ,由 式 (S.4- 15) 
与 ($5.4~13), 


1 ，r， 
Je sw2: ec, 二 Je sw2e 一 Fa (2) 
Mv 一 myn = mu 二 了 一 了 (31 
mv 一 72m20 =0= ~ Ta, (4) 


式 (1) 一 (4) 为 系统 的 碰撞 的 动力 学 方程 ,由 于 1 = [和 ,1 = 了 ,由 方程 (4) 可 
得 1 = 71%, =0。 此 外 经 整理 有 


do = dng (5) 
2 sw2e = da; (6) 
CL 一 I 一 1a, (7) 


例 5.4 一 3 图 
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方程 (人 5) -17 的 末 知 量 为 wj op IT 上 共 4 个 ,方程 只 有 3 个 , 故 需 增加 运 
动 学 条 件 .， 考 虑 到 点 A 为 两 杆 共 点 ,建立 速度 约束 条 件 。 在 杆 OA 上 考察 ,所 
上 的 速度 为 w= wl。 在 杆 AB 上 考察 ,点 4 的 速度 为 内 三 ze 一 aoc2。 战 
右 速 度 约 束 茶 件 


Chair 一 jd 十 wd (8) 
考 请 到 Jr = mi*13 与 J := mt*112, 由 方程 ($5)~(8)n 解 得 
6 3 ,6l 
Wir Tm Sl Tm Yr Tp 


从 以 上 的 倒 于 可 见 ,碰撞 问题 中 的 未 知 量 可 能 包括 理想 约束 力 的 冲 量 .刚体 
质心 速度 与 角 妹 度 等 运动 学 旺 。 在 建立 碰撞 动力 学 方程 时 人 台 理 选取 方程 , 尽 可 
能 减少 未 知 量 的 出 现 ,使 问题 求解 方便 (如 例 5.4 一 1 与 5.4~2)， 对 于 较 复 杂 
的 间 题 ,也 可 利用 程式 化 的 方式 ,利用 式 {5.4 一 11),{5.4 一 13) 与 (5.4 一 15) 将 所 
有 方程 建 并 起来。 这 样 可 能 会 出 现 未 知 量 的 个 数 超过 方程 的 个 数 , 需 增加 运动 
学 条 件 ， 由 丁 磁 撞 动力 学 方程 均 在 速度 的 层次 上 ,需要 速度 约束 方程 。 这 些 条 
件 可 以 通过 约束 方 律 求 导 得 到 ,比较 方便 的 是 直接 寻找 速度 约束 关系 (如 例 5.4 
-3)。 此 外 ,对 于 雇 撞 门 题 如 果 涉 及 碰撞 前 后 速度 的 关系 ,可 利用 恢复 因数 式 
(5.4 8) 这 . -条件 。 


= 二 一 
Oo 一 -一 一 


5-1 在 水 六 而 上 有 -质量 为 4 kg 的 锋面 ,在 斜 徊 上 放 一 质量 为 2 kg 的 方块 。 从 静止 
于 全， 方块 日 斜面 项 点 下 淮 . 不 计 所 有 的 摩擦 力 , 求 方块 脱离 妖 而 时 和 斜面 济 动 的 速度 ,斜面 
长 性 .5 mm 


习 小 203 


s-2 上 题 中 ,如 拧 考 虑 方块 与 射 面 间 的 摩擦 阻力 , 则 系统 的 机 械 能 量 不 再 守恒 ， 今 设 
方块 与 斜面 间 的 摩擦 因数 为 0.50, 求 方块 脱离 斜面 时 斜 碳 的 速度 ， 

5-3 把 上 恼 中 的 方块 疏 为 义 质 圆 各 ,并 假定 圆 帮 与 妊 面 间 有 足 各 大 的 摩擦 阻力 限 止 相 
虽 滑 动 ， 米 圆 妾 脱离 斜面 时 斜面 的 速 庆 : 

5 一 4 试用 一 般 广 法 或 独立 坐标 法 求 半 径 为 > 的 勾 质 圆 盘 在 半径 为 民 的 固定 圆 狐 虞 内 
作 微 幅 振动 的 周期 。 设 医 盘 六 固定 圆 扳 和 而 内 滚动 而 不 滑动 。 

5-5 质量 为 可 ,长 为 了 的 习 丽 细 杆 4B 在 半径 为 上 的 固定 光 请 半圆 槽 中 于 网 示人 让 置 
{村 的 一 湛 电 与 点 口 在 同一 竖 直 线 上 ) 从 静止 释放 ,试用 - 般 方法 或 独立 坐标 法 建立 杆 的 动 
力学 方程 并 求 刚 释放 的 瞬时 ,在 村 上 4 和 B 椒 的 约束 力 , 杆 AB 的 前 加 速度 及 基 质心 C 的 加 
速度 . 

5 一 6 一 半径 为 7 的 匀 质 圆 球 , 令 其 线 通过 其 中 心 的 水 平 轴 以 角速度 oo 转动 ,然后 轻 
放 于 水 平面 上 和 如 图 示 ， 此 时 其 中 心 的 连 度 为 零 ， 刘 接触 面 间 的 摩擦 因 数 为 六 , 问 径 过 客 少 时 
间 后 , 国 球 将 在 平面 上 作 纯 深 动 ”此 时 中 心 的 速度 多 大? 滚动 阻力 不 计 . 


题 3-5 了 峡 题 5- 皇 周 


s- 7 上 题 中 ,如 果 在 开始 时 ,大 球 除了 具有 角速度 ws 外 ,其 中 心 共 有 水 平 速度 w， 如 
图 示 ,ww 之 rw ， 问 在 这 个 情况 下 ,经 过 多 少时 间 后 贺 球 作 纯 滚动 ”此 时 中 心 的 速度 多 大 ? 

5-8 均 硕 村 AAB, 奈 量 闵 jr, 长 为 二 在 错 恒 于 而 内 一 端 沿 着 水 半 地 而 , 另 - - 端 沿 着 竖 直 
墙壁 由 与 铝 重 方向 成 8 角 的 位 时 万 初 速 地 滑 下 。 不 计 接 和 触 处 的 摩擦 力 , 试 求 在 杆 并 始 请 动 
的 咀 时 ,地 而 与 墙壁 对 杆 的 约束 省 
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5-9 均 质 杆 AB 质量 为 加 ,长 27 ,一 端 用 长 ! 的 软 强 QA 拉 住 ,一端 B 置 于 光滑 地 和 
上 ,如 图 示 。 开 始 时 ,组 子 位 于 水 平 位 置 ,而 口 , 马 企 同 - 铅 垂 线 上 ,初速 为 零 。 求 当 OA 运 
动 到 加 丘 位 置 时 B 点 的 速度 以 及 此 时 强 子 的 拉力 和 地 面 的 约束 力 。 


题 5-9 阅 题 5-10 图 

5 一 10 一 倒置 的 摆 由 两 帮 簧 支持 如 图 示 。 设 摧 由 圆 球 二 直 杆 组 成 , 球 质 量 为 关 , 半 径 
为 +, 村 重 不 计 ， 弹 赞 的 刚度 系数 为 上 &。 问 当 揽 从 平衡 位 力 向 左 或 向 右 有 一 微小 偏 称 后 ,是 
否 振 动 ? 与 出 能 够 发 生 振动 的 条 忻 ， 

$11 长 ! 质量 为 mm 的 名 质 村 AB 与 瑟 : 在 吾 点 刚 连 成 直 和 尺 后 就 在 光滑 水 平面 上 。 
求 在 4 端 作用 … 与 AB 三 站 的 水 平 几 下 后 4 点 的 加 速度 。 

5 一 12 与 销 牌 线 成 基 的 句 质 杆 4B 以 速度 省 落 到 水 平 直 上 。 设 恢复 因数 为 堆 , 并 有 
足够 的 摩擦 阻 力 阻 止 B 点 滑动 。 求 落 上 后 AB 的 角速度 以 及 六 点 的 冲 量 。 

B C 


题 5$ 一 1 图 题 5-12 图 


5 一 13 上 题 中 ,如 果 水 平面 是 光滑 的 , 求 落下 后 4B 的 角速度 ， 

5 一 14 一 半径 为 > 的 匀 质 圆 盘 在 地 而 上 滚动 时 外 到 一 高 六 的 砖 区 如 图 示 。 问 画 盘 中 心 
应 有 多 大 的 速度 始 能 越过 这 - - 访 顽 ?假定 接 摧 处 有 足够 的 摩 所 阻力 并 且 储 撞 是 锡 性 的 。 

5~15 芭 上 题 中 的 圆 盘 半径 > 为 0.30im。 在 滚动 时 遇 到 - 宽 忆 为 0.30m 的 止 坑 如 图 
东 。 阿 贺 蔓 中心 应 有 多 大 的 速度 方 能 渡 过 这 一 四 坑 ? 
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5-16 三 根 相 则 的 勾 质 杆 彤 忱 链 连 接 , 并 由 贸 链 支持 如 图 示 。 求 在 水 平 冲 基 了 作用 下 


Sf 
题 5-14 图 冒 5-15 久 


$ 一 17 上 题 中 , 问 水 平 冲 量 上 应 作用 于 45 杆 上 何 处 时 ,A 点 的 语 撞 冲 量 为 零 ?” 并 求 此 
时 支点 忆 处 的 辜 撞 溃 量 ， 

$ 一 18 设 上 题 中 的 CD 杆 为 AB 与 BD 杆 的 一 半 , 支 承 如 图 示 。 求 当 .AB 杆 上 有 一 水 平 
溃 量 1 作用 时 的 前 速度 届 。 


ef | 


题 5-16 攻 题 5-18 网 


5 一 19 两 根 相同 的 直 杆 AB 与 BC 边 接 后 放 在 桌面 上 ,并 在 其 一 端 A 作用 一 与 杆 得 让 
的 水 平 冲 量 j 如 疼 示 。 求 A,B, 三 所 的 速度 。 杆 长 1 ,质量 为 中。 

5 一 20 上 题 中 的 两 直 杆 铵 接 后 水 平地 落 到 一 支 座 上 杂 图 示 。 设 到 达 支 座 时 的 速度 为 
,并 慨 定 辜 瓜 是 塑性 的 。 求 辜 挤 时 动能 的 损失 。 


了 了 
2 ”7 

4 o 4 C 
B 


题 5-19 图 题 5-2 加 图 


第 6 和 曹 分 析 力 尝 基 础 


在 第 4 齐 与 第 5 章 中 己 经 介绍 了 人 解决 动力 学 问题 的 矢 明 动力 学 的 基本 原理 
与 方法 .对 于 处 理 动力 学 问题 的 一 般 方法 ,其 动力 学 模型 是 含 未 知 理想 约束 方 
的 动力 学 方程 与 系统 的 加 速度 约束 方程 ， 对 于 利用 独立 坐标 的 动力 学 方程 解决 
动力 学 问题 ,方程 中 将 不 含 未 知 的 理想 约束 力 , 但 建立 这 类 方程 无 程式 化 的 特 

从 二 入 时 纪 开始 ,在 力学 发 展 史 上 又 出 现 了 与 秋 量 力 党 并驾齐驱 的 男 … 力 
学 体系 , 即 分 析 力 掌 。 这 个 体系 的 特点 是 对 能 量 和 功 的 分 析 代 替 对 力 与 力矩 的 
分 析 。 为 了 避免 末 知 理想 约束 力 的 出 现 , 分 析 力 学 的 一 种 方法 是 在 理想 约束 力 
与 约束 上 方程 辣 建 立 起 :种 让 接 的 关系 ,导出 了 比 矢 量力 学 -一 般 方法 释 式 化 更 为 
明显 的 动力 学 方程 一 一 技 格 朗 日 第 一 类 方程 。 分 析 力 学 的 中 一 种 方法 是 从 独立 
坐标 出 发 ,利用 纯 数 学 分 析 方 法 ,将 用 独立 祭 标 描述 的 动力 学 方程 用 统 -的 原则 
与 公式 进行 表达 ,克服 了 芷 秋 虽 动力 学 中 建立 这 种 方程 做 町 技 巧 的 瞧 点 。 这 种 
统一 的 刻 程 即 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 。，|j- 述 工作 均 由 拉 格 朗 日 于 1788 年 葛 定 的 . 
以 拉 属 于 日 方程 为 基础 的 分 析 力 学 , 称 为 拉 格 朗 日 力学 、1834 年 哈密 顿 (Ha- 
milton) 将 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 变换 成 一 种 正则 形式 ,将 动力 尝 基 本 原理 归纳 为 
变 分 形式 的 哈密 顿 原 埋 ,从 而 建立 了 哈密 顿 力 学 ， 

对 于 一 个 动力 学 系统 ,尽管 建立 该 系统 的 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 或 哈密 顿 正 
则 方程 不 依赖 于 技巧 ,但 其 数学 推导 过 程 相当 繁 项 ,并 晶 容 易 出 错 。 友 此 用 来 建 
芯 号 由 度 比 较 多 的 系统 动力 学 方程 相当 内 难 。 利 用 拉 属 和 裔 日 第 一 类 方程 解决 革 
系统 的 动力 学 问题 ,与 失 量 动力 学 的 -- 般 方法 . 样 ,尽管 建立 方程 比较 容易 ,位 
其 求解 规模 很 大 。 正 是 由 丁 这 个 原因 ,在 力学 发 展 出 上 因 拉 格 设 日 第 -类 方程 
开 不 比 失 量 动 力学 一 般 方 法 优越 ,而 被 搁置 一 边 ， 

随 着 近代 计算 技术 的 发 展 , 对 于 具有 程式 化 特征 的 数学 问题 ,规模 再 太 也 能 
迎 妨 而 解 ， 故 解决 动力 学 站 题 的 拉 格 斋 晶 第 一 类 方程 允 引 起 广泛 的 注意 ， 可 以 
这 样 说 日 脐 在 解决 复杂 动力 党 问题 成 功 的 计算 机 辅助 分 析 软 件 中 , 均 采 用 拉 格 
贿 日 第 -类 方程 与 如 速度 约束 方程 作为 系统 的 动力 学 模型 。 

本 草 六 先 介 绍 分 析 尹 学 的 防 个 基本 诛 理 , 即 达 朗 贝 尔 (J， le R. d'Alembert) 
原理 5 庶 位 移 原 理 ,在 此 基础 上 导出 拉 格 朗 日 第 … 类 方程 与 拉 格 朗 日 第 类 方 
企 。， 考虑 到 达 六 由 尔 原理 在 处 埋 动 万 学 的 肯 时 分 析 , 虑 位 移 原 埋 在 静 力学 分析 
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中 有 重要 的 地 位 , 改 要 求 沪 者 掌握 它们 的 分 本 方法 。 关 于 利用 拉 格 朗 日 第 一 类 
方程 处 理 刚 体系 动力 学 问题 的 原理 与 计算 机 辅助 分 析 的 方法 将 安排 在 下 一 草 、 


6.1 达 闭 只 尔 原 理 


质点 系 的 达 叶 贝尔 原理 是 1743 年 由 达 关 贝尔 提出 的 。 它 从 与 矢量 动力 学 
不 同 的 男 一 个 角度 给 出 了 作用 于 系统 的 力 与 系统 运动 的 关系 ,构成 了 分 析 动 力 
学 的 基础 。 


6.1.1 达 表 贝尔 惯性 力 与 质点 系 的 达 衣 由 尔 原 理 


在 研究 刚体 在 非 惯 福 基 下 的 运动 规律 时 引入 了 惯性 力 的 概念 。 本 节 将 定义 
为“ 种 惯性 力 ， 
考虑 在 惯性 基 下 的 质点 的 运动 。 根 据 牛 顿 定律 ,该 质点 的 动力 学 方程 为 


一 


pp =F (6.1-1) 
如 果 定 义 

FPF = (6.1—2) 
为 该 质点 的 达 妆 贝尔 惯性 力 ,那么 动力 学 方程 46.1- 1 可 写 为 

F+F* =0 (6.1-3) 


由 此 可 得 到 如 下 结论 , 即 质点 运动 的 任意 时 刻 , 上 质点 的 达 朗 贝尔 惯性 旋 与 作用 于 
质点 的 所 有 真实 的 作用 力 组 成 平衡 力 系 此 结论 称 为 质点 的 达 朗 贝尔 原理 . 

上 述 的 真实 的 作用 力 指 作用 于 质点 的 外 力 (包括 理想 约束 力 }。 尖 归 注 意 的 
起, 上 上 述 的 达 朗 贝尔 惯性 力 与 非 惯性 基 下 的 引进 的 惯性 力 是 两 种 意义 下 的 概念 ， 
后 者 是 为 了 使 非 惯 性 基 下 相对 运动 的 动力 学 方程 与 在 惯性 基 下 的 动力 学 方程 撒 
式 相似 而 定义 的 惯性 力 , 它 与 非 惯 性 基 运 动 有 关 。 而 这 蛙 引 入 达 并 贝尔 惯性 
力 是 为 了 将 惯性 基 下 的 质点 动力 学 方程 (6.1- 1) 变 换 为 一 种 力 的 平衡 方程 (6 | 
一 3) 的 形式 ,尽管 此 时 质点 并 非 处 在 平衡 状态 。 这 种 处 理 方法 称 为 动静 法 。 此 
外 达 朗 贝尔 慑 性 力 与 质点 的 绝对 加 速度 有 关 , 与 有 友 非 惯性 厅 无 关 。 厂 时 达 悬 
贝尔 惯性 力也 简称 为 惯性 力 , 读 者 不 难 从 应 用 的 过 程 中 与 非 惯性 基 下 的 惯性 力 
加 以 区 分 ， 

考虑 有 ?7 个 质点 组 成 的 质点 系 , 作 用 于 质点 已 (名 一 1,… ,nn) 上 的 力 中 除了 
外 力 及 外 ,还 有 其 他 质点 作用 于 它 的 内 力 志 (7 二 4，… 7) 将 该 质点 于 


惯性 力 记 为 Fi = -mii。 考虑 到 质点 系 的 质 有 的 内 力 的 和 为 零 矢量 , 即 
2 oP = 0 ,这 样 可 以 得 到 如 下 结论 , 即 质点 系 运动 的 任意 时 刻 , 杀 统 中 所 及 
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质 挟 的 惯性 力 与 作用 于 系统 的 外 旋 构 成 半 衡 力 系 .此 结论 称 为 质点 系 的 达 遍 由 
尔 原理 。 由 式 (4.1 一 29), 可 得 


SE+SF 56 (6.1-4) 
kl “一 1 


SME) + ME = (6.1-5) 
上 =1 点 一 


[ 例 6.1-1j 小 球 P| 与 2 与 氏 答 轴 .AB 固 连 如 图 所 示 。 将 小 球 视 为 质点 ， 
质量 分 别 为 zz 与 ms。 求 轴 AB 作 匀 角速度 w 旋转 时 轴承 A 与 B 处 所 受 的 力 , 

解 ; 在 小 球 P| 与 P, 与 锁 垂 轴 AB 构成 的 系统 上 ,受到 的 外 力 有 小 球 的 重 
力 m8 与 mtu, 轴承 A 与 B 作用 在 轴 上 的 理想 约束 力 Fi, ,FF 与 FF。 

如 果 人 和 在 图 示人 位置 豚 时 ,系统 瞬时 “冻结 ”， 
作 动 静 法 处 理 的 话 ,质点 已, 与 P, 需 加 上 惯 
性 力 。 在 图 示 瞬 时 的 zy 平面 上 考察 。 质 点 
PP 与 P, 的 绝对 加 速 庆 矢量 为 也 王 本 X(X 
六 ?三 1,2)。 它们 的 大 小 分 别 为 

a =as=w bsing 
质点 P, 与 P; 的 惯性 力 的 大 小 分 别 为 
F*=F; 一 yo psind 

方向 如 图 所 水 。 两 惯性 力 构 成 一 力 偶 , 力 掉 
短 为 


AT 一 25cos FY = mo b'sin 28 例 6.1-1 图 
建立 平衡 方程 
SMAF)=0, Fat+M=0 (1) 
电 
天 
> F, 一 0, PF, Smg 一 (3) 


内 
由 式 (1) 与 (3) 分 别 二 得 
Fi.=-— 
将 上面 的 第 一 式 代 人 式 (2) ,得 
F _ mw b° 
tr 
轴 生 上 受到 的 力 分 别 为 图 示 的 反方 向。 由 于 平面 xy 随 办 48 一 起 转动 ,所 


2 17 
trioy 6 


{ 


sin 20, Fa, =2mg 


Sir1 2 


r 
+ 
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以 轴承 受到 的 力 在 惯性 基 开 观察 是 在 不 断 的 改变 方向 。 


[ 例 6.1-2j 利用 达 半 贝尔 原理 建立 例 5,2 一 5 摆 的 动力 学 方程 ， 
解 : 如 图 所 示 扣 的 位 置 在 惯性 基 的 坐标 为 
z=tto— wt)eos yy, vy— (i — vt)siny 
求 两 次 导数 ,得 则 捍 的 加 速度 矢量 在 惯性 基 的 坐标 
X= tio Wigsin 站 一 《一 证 ) cos y+ 
2wpsin y 
y={1, 一 vt) feos pj— Co — wy sin 一 
27zWeos 由 
考 目 到 商 坐 标 导数 的 正 向 与 基 矢 晤 方向 一 敏 , 控 的 惯性 
力 王 * 在 惯性 基 的 坐标 下 : 与 下 ; 部 图 所 示 , 其 大 小 为 


Fi=mr=— mittdn — vt) sin pm(io— 地 os + 


Zopsin 出 (1) 
FP, =my=m(lo wt) geos py ~ m(ly — wv) sin 几 一 
2mmupcos 幼 (2) 


根据 达 朗 贝尔 原理 , 重 方 pn8 ,拉力 上， 和 惯性 力 FF* 在 图 示 瞬 时 平衡 。 为 

了 不 出 现 林 知 的 拉力 ,将 矢量 式 在 重 占 该 力 的 矢量 方向 主 极 影 ,有 
-Feos ythisin g- masin p=0 
将 式 (1) 与 (2) 代 人 ,得 到 动力 学 方程 
(fo — vt) 200 + gsin y=0 

与 例 5.2 一 5 的 结果 一 致 。 
6.1.2 利用 动静 法 处 理 刚体 动力 学 瞬时 分 析 问 题 

对 十 受 约 东 的 刚体 ,所 有 作用 于 刚体 的 外 力 中 包括 奋 杷 约束 力 ,由 于 它们 通 
党 是 未 知 的 ,与 前 面 两 章 相 同 ,将 外 力 分 为 主动 力 与 理想 约束 方 。 当 于 动力 与 理 
想 约 束 力 向 点 O) 简化 ,将 其 主 矢 分 别 记 为 请 ,Fo; 主 给 分 别 记 为 于 Ma 。 如 
果 向 质心 f 简化 , 主 矢 不 变 , 主 矩 分 别 为 Mi ,Ai 。 对 于 刚体 的 惯性 力 系 可 以 
如 外 廊 系 - 样 进行 简化 ,得 刘 惯 性 力 的 主 矢 与 关于 该 简化 中 心 的 主 征 。 为 了 使 
问题 简洁 ,通常 将 简化 中 心 取 在 质心 ,分 别 记 为 下 "与 时 * 

这 样 对 于 刚体 , 达 朗 贝尔 席 理 式 (6.1 一 4) 与 (6. 1 - 5) 可 表示 为 


一 


Fr+F"+E'=0 (6.1-6) 
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Mi.+ M+ Mi =0 (6.1—7) 

邓 于 平衡 方程 (6.1 一 6) 与 .6.1 一 7), 包 含 了 外 力 , 理 租约 束 巍 与 惯性 力 , 而 
惯性 力 实际 上 隐 舍 着 刚体 位 形 的 加 速度 的 信息 。 内 此 由 方程 (6.1 一 6) 与 (6.1 一 
7 了) 给 出 了 外 力 .理想 约束 力 与 刚体 位 形 加 速度 的 英 系 ,矢量 方程 (6.1 一 5) 与 
(6.1 一 7 的 坐 讨 式 只 有 6 个 ,如 果 用 于 氢 时 分 析 , 则 只 能 解 堪 有 6 个 未 庆 变 量 的 
情况 。 

用 动静 法 处 理 动 妃 学 问题 与 直接 用 动力 学 方程 的 区 别 在 于 用 动静 法 更 具 灵 
活性 。 如 对 于 力矩 平衡 方程 (6. 1 一 7), 可 以 根 琳 需要 对 某 定 点 口 建立 ,这 样式 
(6.1 一 了) 变 为 

Ms, + M+ Mi +OCxE' =0 (6.1—8) 
合理 地 选取 点 但, 对 求解 带 来 很 大 的 方便 。 

不 礁 看 到 上 述 的 动力 学 瞬时 分 析 问 题 的 关键 
是 计算 达 关 贝尔 惯性 力 。 下 面 将 推导 这 些 惯性 力 
的 主 天 与 主 此 ,通过 一 些 例子 说 明 如 何方 使 地 应 用 
动静 法 寻 理 刚体 动力 学 瞬时 分 析 的 问题 ， 

1. 刚体 _ 般 运动 惯性 力 的 简化 

庄 证 交 ,也 体 慢 性 万 的 主 秋 为 


下 - DF = 
由 
(6.1-9) 


式 中 :m 为 刚体 的 质量 让 为 刚体 质心 C 的 加 速度 矢量 。 与 外 力 的 上 矢 一 样 ,全 
性 力 的 主 矢 与 简化 中 心 的 选取 万 关 ， 由 图 6 一 1 定义 的 矢量 ,刚体 惯性 力 关于 质 
心 的 主 拓 为 


图 6 一 1 惯性 力 的 简化 


Mi Sp -Da x wm 


“od,. : dp : 
一 一 pa xX Were } + > His 
:— 1 


(6.1— 10)} 


考虑 到 六 二 六 + 启 与 Dm : -0 ;上 式 的 第 二 项 为 


> 人 Wi, = Dy hx x pu (Fr + 局 一 一 上 “1 


等 让 到 隐 体 关于 质心 动量 ; 短 的 定 文 趟 (4 4 一 5), 作 式 (6. 1 一刀 可 得 到 刚体 贪 性 
四 天 了 下 心 的 主 托 为 
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2, 平面 运动 刚体 动力 学 问题 
作为 上 述 团 体 惯 性 力 简 化 的 特殊 情况 ,考虑 到 式 (5.2 一 5), 由 式 (6.1 一 11) 
可 得 刚体 平面 运动 惯性 打 关 于 夺 心 的 证 算 为 


M7 ME， Mi= -fo=- Jw (6.1- 12) 

由 式 t6.1 一 6) ,本 得 刚体 慌 件 力主 矢 的 华 标 阵 为 
下 ”二 -pr (6.1— 13) 
下 二 一 Er FPF =— my {0.1 13) 


[ 例 6.1 一 3] 芍 虚 价 5,2 一 1 的 专 质 相 AB, 试 利用 达 朗 见 永 原理 求解 杜 闭 
开始 滑动 时 的 表 加 速度 与 约 归 反 力 ， 
解 : 杆 AB 作 平 面 运动 ,在 例 $.2- 1 
中 根据 约束 方程 得 到 了 他 意 时 刻 古 心 侣 
的 如 速 庶 的 表达 式 15) 与 16) ,对 于 败 示 刚 
开始 请 动 瞬时 ,第 速度 为 坟 , 故 有 
2 = 地 eos Goa pn 
.1. .. 
~ 233 een Py 
由 成 {6.1 一 13 (6.1 一 12) 可 得 到 


在 村 上 的 齐 性 力 大 于 古 心 的 主 和 天 上 与 二 岳 p 
的 方向 如 图 所 未 ,其 大 小 为 


ni 
FF =p = 一 CS ga Pn {[) 


上 =my—— Wgin Ph Pn (2) 
Mi = (3) 


千 中 到 出 了 和 外力, 即 重 广 与 两 个 理想 约束 力 .根据 动静 法 , 列 出 平 得 方向 
为 了 在 半 街 方程 中 末 知 数 出 现 最 少 ,首先 建立 对 点 5 的 力 逢 半 衡 方程 ,到 利用 
式 16.1 一 8) ,使 两 个 约束 力 木 出 更. 有 


Ms (F,) = nD， 一 os dy 十 En go— 0 
将 式 (1) 一 (3) 代 人 ,可 解 得 开始 滑 荔 朋 时 的 角 加 速度 为 
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a = fn 一 小 sin go (4) 


到 出 为 外 其 个 平衡 方程 
SF =0, Fy-F=0 


> FF = 0, Fua—- FPF, -mg=0 
Eh 


将 式 (4) 代 人 ,可 得 到 此 瞬时 的 约束 力 


Fn = os gosin po, Paws = mg | 1— Ti po 


考虑 刚体 平 画 运动 的 特 吻 情况 。 当 刚体 
作 平 移 时 , 慨 性 为 的 主 矩 Mi: 为 零 。 当 刚体 作 
平面 定 轴 转动 时 ,刚体 慨 性 力 可 直接 对 转轴 
Oz 人 简化。 

令 刚 体 绕 定 轴 Oz 转动 的 角速度 为 w。 图 
6 一 2 给 出 了 点 P; 的 加 速度 矢量 ,它们 分 别 为 
牵连 法 向 加 速度 a = mew 与 春 连 切 问 加 速度 
daw 二 raw, 方向 如 图 所 示 .， 它们 相应 的 惯性 力 
分 别 为 Fi 二 Hiro 与 Fi 二 Jari; 方向 如 图 6-2 六 而 刚 件 定 轴 转 动 惯 性 
图 所 示 。 计 算 刚 体 的 惯性 力 关 于 转动 轴 的 矩 。 力 的 简化 
由 定 交 可 得 


AT- = PE 二 一 > meriw 一 一 J {6.1— 14) 
二 =] =| 
由 定义 ,惯性 力主 矢 仍 为 式 (6.1- 13), 考 虑 到 质心 的 加 速度 产 =& + 6 一 
一 "了 二 wz X 广 , 故 惯 性 力 的 主 失 为 
天 = -pm Ft (6.1 -15) 
式 中 ， 
Fi=mw 7, Fl=— mo Xr (6.1—16) 


分 别称 为 刚体 的 法 向 牵连 惯性 力 与 切 向 牵连 惯性 力 ， 


[ 例 6.1-4] 质量 为 zz 长 为 ! 的 的 质 杆 4B 一 端 A 与 半径 为 7 的 圆 盘 的 
边缘 固 结 ,图 盘 以 角 速 虞 w 与 角 加 速度 & 绕 口 转动 ,并 图 示 了 上 爵 时 AB 村 在 A 处 
因 转 动 而 引起 的 作用 力 。 

解 : 分 析 杆 AB 的 运动 可 知 . 它 绕 点 OQ 作 定 轴 转 动 。 图 中 给 出 了 质心 C 的 
加 速 庶 , 即 法 向 牵连 加 速度 a = Bw 与 切 向 牵连 加 速度 a = Bo, 其 中 5 为 点 
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mm 


与 已 何 的 距离 ,方向 如 图 所 了 未 。 根 据 
式 (6. 1 一 46) 与 {8.1 ~ 14) ,计算 什 AB 
的 惯性 力 加 点 人 〇 简化 的 主 矢 三 主 拓 , 有 


Fi = nba (1) 
FY = mp” (2) 
Ml, 一 oa (3) 


方向 如 图 所 示 。 由 图 可 知 , 一 
vt 4. T= nh pr + 
1°13), 例 6.1 -4 图 
杆 AB 的 A 端的 约 盯 力 有 户 ,, ,Fa 与 M，、 定义 方向 如 图 所 水 。 利 用 达 他 
由 未 原理 ,有 


> Fi. =0, Fs, —- Fesind+i+ Fcosd= 0 
也 


DF 0 PtEoeosD+Fasmn0=0 
SM (F,) = 0, MM + My - resin d+ reoos d= 0 
8 


将 式 (1) 一 (3) 代 入 ,考虑 到 beos = 2 与 psin8=r, 由 上 式 可 得 到 理想 约束 力 
《 甜 ), 有] 
Fy= nr miw’ /2 
Fy = — pal2- mr 
Mi = — mi el3 ~- priw’ /2 
此 题 的 丑 性 为 可 以 考虑 向 质 心 C 简化 ,读者 可 试 求 。 


[ 例 6,1-5] 商 根 质量 为 六 ,长 为 ”的 南 质 杆 04 与 AB 以 贸 链 连接 ,入 链 
f{) 二 机 座 连 接 。 求 在 艾 示 位 置 无 裙 速 虞 始 运 动 财 两 杆 的 和 角 加 速度 ，。 

解 : 这 是 由 晴 个 刚体 组 成 的 系统 普 先 对 两 杆 在 图 示 朋 时 的 运动 状态 进行 
分 析 ， 其 中 OA 作 定 轴 转 动 . 上 已 知 条 和 件 ,该 瞬时 角速度 为 党, 设 定 髓 时 第 加 
速度 wj 的 方向 如 图 8 所 示 .， 其 质心 C 与 点 六 内 有 这 连 切 向 加 速度 ,方向 分 别 
册 图 a, 大 小 分 别 汶 

a -adi2, dar=at C1) 

全 AB 作 平 而 运动 ， 过 点 A 建立 连 体 基 . 叶 己 知 条 件 ,该 瞬时 角速度 为 涯 . 设 

定 瞬 时 角 划 速度 gj 的 方向 如 图 4 所 示 - 由 式 (2.4- 30) ,质心 (> 的 加 速度 在 连 
体 基 的 坐标 阵 为 

qa: a - lp.a; (2) 
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例 6.1-sS 同 
由 图 a,ai 二 ayi(sin 由 cos 下) 。 考 虑 到 p= (0 7 2 六, 由 式 人 2) 得 到 质心 驻 ， 
的 加 速度 为 


wn, oatsin gt+iasl2, ds, =oalilcosy (3) 
根据 上 面 的 运动 学 分 析 , 将 惯性 力 进 行 简化 。 对 十 杆 O4 ,向 QO 进行 简化 ， 
有 主 秋 FY 与 古 ” 方 向 如 图 所 示 , 考 虐 到 式 (1), 大 小 分 别 为 


Fi = ma dl2, MY = Tne 《车 

对 于 杆 AB ,向 C, 进行 简化 ,有 主 矢 天 ,FF 与 主 矩 Mi ,方向 如 图 所 示 , 考 虚 刘 
起 (3), 太 小 分 别 为 

Fy, — madsin gy+ miast2, Fi,= malcos yg, Mi = J a (5} 


系统 受到 的 外 力 有 重力 n,mm28 与 匀 O 对 村 OA 的 理想 约束 力 下 与 
Fo 后 者 的 方向 设 定 如 图 b 所 未 ， 根据 达 朗 贝尔 原理 ,图 b 所 示 的 力 系 平衡 
为 了 直接 求 得 两 杆 的 瞬时 骨 加 速度 ,尽量 不 内 现 未 知 的 约束 万 , 首 完 对 点 疏 建 
并 力 于 的 半 衡 方程 ,有 

M; 一 AI — Fleos y+ mglsin $12=0 

将 式 (4) 与 (5) 代 人 , 潜 虑 到 ,= p91713,Joc= m112 与 出 = rf6, 上 式 变 为 

13ai 一 es = 3oli (6) 
还 二 ] 个 方程 。 考 虑 村 AB, 对 点 由 的 力矩 平 衡 方程 ,将 不 出 现 A 处 的 约束 力 ， 
有 

AM + Pall2- mel2=0 

将 式 (5) 代 入, 上 式 变 为 

3ai 一 4a; — bgit {7) 
由 式 {8) 与 {7) 可 解 得 
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a =1l8g/57, x, =090g1551 
在 此 基础 上 , 滚 者 可 求 出 约束 力 Fo 与 Fo,。 


3. 定 轴 转 动 刚 体 动 力学 问题 ” 动 反 力 

在 5.2.1 定义 满足 平面 运动 动力 学 条 件 的 刚体 为 平 
面 刚体 , 当 该 刚 笨 在 作 定 轴 运动 时 , 轴 上 的 理想 约束 力 在 
刚体 的 运动 平面 上 ， 下 面 将 要 讨论 不 满足 平面 运动 动力 
学 条 件 的 刚体 在 绕 定 轴 Ox 的 转动 情况 。 如 图 6~ 3 所 未， 
Oz 轴 不 是 刚体 的 主轴 ,刚体 的 质心 C 也 不 在 转轴 上 。 这 
是 刚体 定 轴 转 动 的 一 般 情 况 。 

如 图 6 一 3 所 示 , 过 定点 口 建 立 连 体 基 & = (X33) 
令 效 体 绕 Oz 办 的 转角 为 PP, 转 动 和 朋 速 度 矢 量 与 角 加 速度 
天 量 分 别 为 


Wr FE aw = ge ‘(5.1— 17} 


刚体 上 的 质点 P; 的 速度 为 


图 6-3 刚体 完 
天 二 EF (6.1— 18) 轴 转 动 
其 加 速度 为 
A=axp to XixF) (6.1—19) 
质点 PP 的 惯性 力 为 
F; 一 一 mb = — emcee XP mxX{xr,) {6.1- 20) 
对 -于 心 ,其 如 巡 度 为 
二 {6.1—21) 
由 也 46.1 一 引 , 定 轴 转 动 刚 体 惯 性 力 的 王 和 天 为 
Fr = m= mlx po Lx (sx) ‘6.1— 22} 


下 窗 计 算 刚 体 的 惯性 力 关 于 定点 口 的 第 ， 由 定义 
MI 二 > x F: 二 一 a > ar {XX 疡 】 一 TN x|lz2x (x) 
| 上 kl 
考虑 到 式 (1 .2- 13), 有 
Fe XIX(EXF)]= (er tex) 
二 


特 岗 式 代 人 ,每 到 定 四 转动 刚体 惯性 力 对 点 口 的 主 征 为 


有 
> ~! 加 一 » 二 和 下 + 
AT 一 一 人 Port 一 @f * Fe) 一 有 “ 2 > ) | (‘6.1 — 23} 
| 
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由 式 (6.1 一 22) 与 (6.1 一 23), 可 得 到 惯性 为 的 主 矢 与 主 矩 在 连 体 基 的 坐标 阵 六 


F’ = 一 和 oz 一 mo Sir (6.1— 24) 


AT - 一 > me Lariz 一 alz) 7 一 ofz rr, ) | (0.] — 231 
k= | 


兰 虑 到 
9 0 -1 0 [x | 
办 |， z= |1 0 0;, r=y|, rn [ye ri 二 ry 
[1 lo0 0 Ql [2 加 


由 式 (6.1 一 24), 得 到 惯性 力主 失 在 连 体 茜 的 坐标 阵 
@y 十 ow x L 
pr ml artoy| (6.1—24)} 
0 
可 见 , 惯 性 力 的 主 矢 在 Dz 轴 上 的 举 标 为 零 。 由 式 (6.1-25) 得 到 惯性 力主 第 的 
表达 式 


是 一 站 1 
， | | 入 | pV | 
+ ， 了 | 
Mo = Pn |a bd te re 
-1 | -a : 
| Yi | 性 


葵 虑 到 转动 惯量 与 惯性 积 的 定义 式 (4.2 - 2) 与 (4.2 一 4), 上 式 可 简写 为 
Ja Jom | 
MoO= Ja+J op2 (6.1-- 257) 
一 上 
显然 , 当 Oz 轴 为 刚体 的 主轴 时 , 即 当 7 = 了 .=0 时 ,惯性 力 的 主 矩 为 
Mi 一 Je 
与 式 16.1 一 141) 对照 可 知 ,此 时 ,刚体 的 定 轴 转 动 退化 为 平面 刚体 的 定 轴 转 动 。 
如 果 作 用 于 刚体 的 主动 力 关 地点 如 的 主 矢 与 主 捧 分 别 为 产 , 衣 5, 如 图 定 
义 两 轴承 .| 的 理想 约束 力 ,下 ,下 .上 ,与 Fo 。 根 据 达 朗 贝 尔 床 理 , 定 辅 转 
动 的 每 个 瞬时 有 如 下 半 衡 方程 ， 
hi -0, Fi 十 和 十 下 + 下 = ay 十 


ey 了 十 三 ” 十 了 十 Fi 一 0 {6.1 一 26a) 


DP, =0, FI+tH+F +F, = mart+ 


为 了 蔬 写 简洁 ,这 玉山 从 二 关 于 连 体 基 的 举 标 隆 的 上 标 “ 省略。 
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mw yt Ft+F,+F,=0 (6.1 — 26b) 
SF,=0, F+F.=0 (6.1 - 26c) 
人 =0, Mi + My + Fa xX Fs, = Ja- 
Jo + My + 六 xx 上 = 0 (6.1 — 26d) 
> Mo (FP.) =0, MO + Mi + Fa XxX Fa = oo t+ 
Ta + Ms + 六 xx =0 (6.1 - 26e) 
DMo (Ps) =0, Mi + My =-Ja+M = 0 (6.1- 26f) 


由 以 上 6 个 方程 可 以 解 出 理想 约束 力 。 不 难看 出 ,理想 约束 力 除 了 与 主动 力 ( 称 
这 部 分 的 理想 约束 力 为 静 反 力 ) 有 关外 ,还 与 刚体 的 转动 的 角速度 与 角 加 速度 有 
大 , 称 这 部 分 的 理想 约 来 力 为 动 反 力 。 显 然 , 当 质 心 的 位 置 在 Oz 轴 上 ,Oz 轴 又 
是 刚体 的 主轴 的 和 情 沉 ,或 者 说 Oz 轴 为 刚体 的 一 个 中 心 主轴 情况 下 , 即 有 = 
23=0Jj Js =0, 动 区 力 为 零 。 此 对 称 该 定 轴 转 动 刚体 达 介 了 动 平 衡 。 工 程 
上 ,对 于 高 速 转动 的 部 件 ,由 于 安装 误 盖 或 部 件 的 惯量 分 布 不 匀称 ,会 引起 很 大 
的 动 反 力 ( 见 下 面 的 两 个 例 季 )。 为 此 必须 通过 调整 刚体 的 质量 分 布 ,保证 转轴 
为 一 中 心 主 轴 。 


[ 例 6.1-6] 图 示 --- 质 量 为 mm 均 质 圆 盘 的 转子 以 匀 角 速度 旋转 ,转速 ?% 
= 12 000 nmin。 转 办 为 圆 盘 中 心 轴 , 贺 盘 的 质心 C 偏离 该 轴 为 = 0.01 om， 
轴承 的 布置 对 称 , 离 转 于 中 心 均 为 7， 求 轴承 动 反 廊 。 

解 : 按 图 过 OD 建立 连 体 基 ,质心 C 在 该 基 
上 的 坐标 为 上 =eyy=0。 oz 为 主轴 。 由 式 
(6.1 一 24) 与 (6.1 一 25) 

Fi=mwe, Fr=F. <=0 
Mi = Mi = Me. =0 
分 别 对 点 由 与 吾 取 和 矩 , 可 得 动 反 力 


下 = = me el2= nm [ 误 ) ef2= 16.1mel2 


如 果 转 子 不 动 , 静 友 力 为 jxg/2。 可 见 质 心 CC 

偏离 转轴 ve = 0.01 em 引起 的 动 反方 是 静 反 姓 同 6.1-6 国 

的 16 和信。 此 外 , 动 反 力 与 角速度 的 平方 成 正比 , 当 角 速度 增加 时 ,上 述 的 倍数 将 
急剧 增加 。 
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[ 例 6,1-?7j 考虑 上 例 的 转子 的 质心 C 偏 置 为 零 ,但 转轴 与 加 盘 中 心 轴 有 
如 图 所 示 --- 小 偏 角 8=1° 的 情况。 转速 = 12 000 rimin, 轴 最 的 布置 对 称 , 离 转 
子 中 心 均 为 :=0.5 m。 求 轴 兴 动 反 力 。 
解 : 如 图 所 示 质 心 C 和 点 QQ 币 合 ,过 CC 建立 两 个 过 体 基 与 EE。 其 中 6 为 
中 心 主轴 举 标 系 。 
质心 局 的 学 标 为 x = y= 二 z=0。0z 不 是 主 
得 。 但 Oy 仍 为 主办, 故 关 =0, 7 天 0。 由 起 
(6.1—24)5(6.1— 25) 
F:=F:=F:=0 
Me, =0, Mi, = Tow, Mo =0 
考虑 到 对 称 性 ,由 图 可 知 ,与 ,构成 力 
伪 与 惯性 力矩 M2 平衡 ,有 
Fue Fa = J ( 团 ) 121= J (1) 
由 例 4.2-2 己 得 到 计算 J 的 公式 


便 6.1-7 图 


J = (J)sin Beos 0 = sin ens 8 


将 其 与 已 知 条 件 代入 式 (1) ,得 

Py =F =56.41m2f2 
可 见 ,: 静 友 力 pgj2 比较 ,转轴 与 圆 盘 中 心 町 的 小 从 角 8 = 上 上 引起 的 动 反 力 为 
静 反 力 的 56 人 悦 和 多。 此 外 , 动 反 力 与 角速度 的 平方 成 正比 , 当 角 速度 增加 时 ,上述 
的 倍数 将 急剧 增加 、 


6.2 虚 位 移 原 理 


虚 位 移 原 理 为 分 析 静 力学 的 一 个 基本 原理 。 与 尔 量力 学 处 理 静 力 学 问题 不 
问 , 它 是 从 力 的 功 出 发 直接 建立 起 系统 处 于 半 衔 时 主动 力 之 间 的 美 系 。 该 原理 
与 达 期 员 尔 原理 一 起 柏 成 了 分 析 动 力学 的 基础 。 
6.2.1 虚 位 移 
在 描述 受 约束 团体 与 刚体 系 的 位 形 时 ,在 3.1 节 引入 了 约束 方程 的 概念 ， 
本 节 讨 伦 的 对 象 定 为 更 普遍 的 情况 , 即 讨 论 一 有 约束 的 质点 系 。 系统 中 和 个 
质点 也 (万 =1,-…,n), 其 在 参考 其 2" 的 售 置 出 舌 径 关 确定 ， 质 点 系 的 位 形 由 
如 下 坐标 阵 确 定 : 
q={rt fr 7 ri)) (6.2 1) 
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式 中 :pF 二 {zx Wz】 为 质点 P, 的 失 径 六 在 基 的 坐标 阵 ; 坐标 阵 qg 为 
32 维 的 列 阵 。 所 谓 质 点 系 受 约束 是 指 这 些 质 点 的 位 置 不 独立 ,党 到 这 制 。 如 案 
叮 用 如 下 矢 径 与 时 间 的 约束 方程 表示 , 称 这 些 约束 为 完整 约束 。 
(lg,1)=0 {6.2—2) 
式 中 : 才 = (BB 钾 ， -… 人 ,) ;5 为 约束 方程 的 个 数 。 方 程 中 不 显 含 时 间 1 的 
约束 称 为 定常 约束 ,否则 称 为 非 定 常 约束 。 
在 外 力 的 作用 下 ,质点 系 的 运动 规律 gt1) 取 决 于 动力 党 方程 (包括 初始 条 
件 ; 与 质点 系 受 到 的 约束 方程 46,2-2)。 琴 者 均 满 足 的 运动 就 是 实际 发 生 的 运 
动 , 称 为 真实 运动 . 真实 运动 在 无 限 小 时 间 间 隔 内 产生 的 位 移 称 为 质点 系 的 实 
位 移 , 记 为 d9 , 即 
dg=(dri dri 2 dr) (6.2— 3) 
仪 满足 约束 方程 的 运动 称 为 可 能 运动 ,可 能 运动 在 无 限 小 时 间 间 隔 内 产生 的 位 
称 称 为 质点 系 的 可 能 位 移 , 记 为 dg” , 即 
dq =(dr dri’ 2 ddr) {6.2 一 4) 
可 见 , 实 位 移 十 可 能 位 移 中 的 一 种 。 
计算 约束 方程 (6.2 一 2) 对 时 间 的 微分 ,有 
Ddg+ 人 di-0 (6.2—5) 
式 中 ,二 ,与 号 的 定义 见 式 (1.1 一 37) (1.1 一 36), 前 者 为 约束 方程 (6.2 -2) 
的 雅 可 比 ， 
取 硕 点 系 在 同一 时 刻 ,同一 位 置 的 两 组 可 能 位 移 , 记 为 dg; 与 dg7 ,它们 均 
应 满足 方程 (6.2 一 $3), 县 


Ddg’ + Bdt =0 (6.2-6) 
Ddg; + di=0 (6.2—7) 
将 这 两 组 可 能 位 移 之 差 定 义 为 质点 系 的 虚 位 移 , 记 为 89 , 即 
dq 一 dg 一 qq 和 (6.2—8) 
将 式 (6,2 -7) 减 去 式 (6.2- 6) ,得 到 虚 位 移 89 必须 满足 的 方程 
Ddg =0 (6.2-9) 


由 式 (6.2 一 9), 可 将 虚 位 移 理解 为 约束 方程 的 等 时 变 分 。 等 时 变 分 算 子 8( ) 与 
微分 算 子 dt ) 有 类 似 的 运算 规则 ,但 8: =0。 比 较 式 (6,2 一 7) 与 {6.2 一 3) 可 知 ， 
对 本 定常 约束 , 虚 位 移 凤 为 叮 能 位 移 , 实 位 移 为 无 数 虚 位 称 之 --。 对 于 非 定常 约 
盯 , 方 程 (6.2 一 7) 与 (6.2 一 3) 不 同 ,因此 虚 位 移 一 般 不 是 可 能 位 移 , 实 位 移 一 艇 
也 不 是 无 数 虚 位 移 之 -。 

由 于 有 约 来 方程 (6.2 一 2) 的 存在 ,描述 质点 系 位 形 的 37 个 坐标 相互 不 独 
了 江 。 如 虹 个 约束 方 入 是 独立 的 ,坐标 阵 g 中 有 =3n 一 $ 个 是 独立 坐标 ,为 
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— CO 二 
om 


wss 个 为 赴 独立 坐标 , 记 为 ao。 故 有 9=(a mw ) ,约束 方 和 (6.2 一 2) 的 雅 可 
比 可 写 为 十, 二 ( 别 ， 面 ,)}。 当 面 , 为 满 秩 时 ,由 式 46.2 一 细 可 得 非 独 主公 标的 
虚 亿 移 与 独立 坐标 虚 位 移 之 加 的 关系 
Su= ~ DD dw (6.2— 10) 
需要 指出 的 是 独 并 坐标 不 一 定 为 原 坐 标 阵 gq 中 的 坐标 ,可 定 多 三 外 刘 个 标 
量 作为 独立 坐标 由, 故 这 些 狐 立 坐 标 艾 称 为 广 沈 坐 标 ,如 果 坐 标 阵 g 的 所 有 坐标 
总 可 以 表示 为 这 些 独 立 坐 标的 国 数 , 即 有 
时 二 人 (6.2—11) 
那么 该 独立 坐标 w 也 完全 确定 了 质点 系 的 位 形 。 式 (6.2- 11) 隐 舍 着 系统 的 约 
束 方 程 (6.2 -2)。 这 样 真实 位 移 与 独立 泽 标 真实 位 移 之 问 的 关系 为 
dg — dg.dw + gq,dt (6.2— 12) 
式 中 ，g, 与 和 为 函数 g= qlw， 1) 对 变量 w 与 1 的 颁 导 数 ( 地 式 {1.1 -37) 与 
{1.1 一 36)) .根据 虚 位 移 的 定 头 , 虚 位 移 与 独 并 从 标 虚 位 称 之 间 的 关系 为 
Yr 一 MT (6.2— 13} 
由 上 上 面 的 分 析 可 知 ,如 果 要 求 某 - -质点 的 虚 位 移 的 表达 式 , 可 先 气 出 该 点 坐标 与 
上 义举 标的 表达 式 (6.2 一 11), 通 过 计算 等 时 变 分 得 到 要 求 的 虚 位 移 开 法式 (6.2 
-13)。 这 种 方法 称 为 坐标 法 。 另 一 种 方法 称 为 速度 法 。 即 先 写 出 该 点 速度 与 
广义 坐标 义 速度 的 关系 式 , 出 式 (6.2 一 11) ,它们 有 如 下 的 形式 ; 
4 = vw + 
由 此 式 直 接 可 得 到 微分 式 (6.2- 12) ,从 而 不 难得 到 关系 式 (6.2-13)。 
与 直接 取 世 形 坐 标 作 广 关 坐标 相 比 ,上 述 位 拒 坐 标 与 广义 坐标 虚 位 移 的 甘 
系 可 问 避 雅 可 比 十, 满 秩 的 条 件 。 见 下 面 的 例子 。 


[ 例 6.2-1] 考虑 图 水 一 单 押 , 扫 长 为 !。 求 摆 的 虚 


0 
位 移 。 
解 : 如 图 建立 惯性 基 。 摆 的 举 标 为 9g 一 (x vw})',， 有 
一 个 约 东 方程 为 
Bx +yw -t=0 (1) Pry) 


放 控 有 | 个 自由 度 。 邻 ;为 独立 坐标 , 妈 w=(y);x 为 非 独 
立 伦 标 即 = (4)。 所 的 虚 位 移 为 3g = (Sx 8y)T。 下面 推 》 
于 6B7 与 5 的 大 系 。 册 于 约束 方程 晶 ) 的 基 可 比 算 阵 为 例 6.2 一 1 图 


由 =D B22r 2v) 


当 r 关 0, 面 , 为 满 秩 ,代入 式 (6.2 一 10), 有 Sr 一 -- 汪 8y. 战 


和 
Sq 一 | = | Sy (zx 0)) 
人 4 


如 打 定 义 摆 强 亏 铅 息 杀 的 夹 攻 gq 为 三 交 坐 标 。 摆 的 坐 祭 9 与 角 % 的 关系 
为 
一 SIn Fg yicos eg 
求 等 对 区 分 ,得 到 家 的 虚 位 移 与 广义 坐标 虚 位 移 的 关系 , 纯 
dT= 06 的 的 ,6 二 -isin poep 
| [oe eos ¢ | 
By 二 一 i 
网 | ~ jsin | 
比较 两 种 方法 可 知 ,合理 选取 广义 坐标 将 得 到 较为 简洁 的 点 的 虚 位 移 的 表 
达 式 . 


[ 例 6.2-2】 图 示 -- 曲 丁 滑 块 机 构 , 曲 柄 长 >, 连 杆 长 /。 该 机 构 中 有 一 个 
独立 变量 。 令 曲柄 的 转角 p 为 广 叉 淮 标 , 求 点 及 与 号 的 虚 位 移 与 该 广义 坐标 
庶 位 黎 的 关系 ， 


网 6.2-2 效 
解 : 方法 1 人 半 标 法 ): 写 出 点 4 与 B 的 华 标 , 即 


TOS Fe VAS 他 


Ty— Fens + icos 0, ;=0 

Gra= rsin pp, Syi= rcos giep (1) 
Gry -rsin og ~ tsin 80, Sw — 人 0 (2) 

为 了 消去 8, 芍 虞 约束 方 各 
ra op — isin -0 (3) 

取 等 时 变 分 ,经 整理 ,有 
全 及 = (reos oleos Re 
将 其 代 人 上 式 的 第 一 式 ,有 
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Bry = — rsin(g+ 0)icos sr (4) 
式 中 ,8 与 g 的 关系 由 式 (3) 可 以 得 到 ， 
方法 2( 速 度 法 ): 与 出 点 由 与 点 BB 的 速度 。 
曲柄 作 定 轴 转 动 ,点 A 的 速度 wj 垂直 于 曲 辆 ,方向 如 图 ,天 小 为 w= ry， 
由 有 
1 二 Ti 一 asin p= — rpsin Pp yaTUn= vas p=rpeos p (5) 
连 杆 作 平 面 运 动 ,考虑 到 连 杆 的 长 度 不 可 改变 ,点 A 与 点 B 的 速度 矢量 在 
杆 上 的 投影 相等 ,有 


vacos( zl2— PF— 0)= vcosgp 


故 有 
Xn = 二 acos(t2 一 网 一 Doosp 三 一 rpsin(p - 0)icos | (6) 
yh 三 0 | 


由 式 (5) 与 46) 可 得 到 真实 位 称 的 表达 式 
dra= 一 SU 的 本 的 和 ya = ~ reos pdop 
drs=—Lrsn(g+e)/eos lde, dy =0 
由 此 可 直接 得 到 虚 世 移 的 表达 式 (1),(2) 与 (4) 


6.2.2 虚 位 移 原 理 及 其 应 用 


虚 位 移 原理 表达 如 下 :具有 双 面 理想 约束 的 质点 系 ,其 平衡 的 充分 必要 条 忻 
为 系统 内 所 有 主动 力 对 于 质点 系 的 任意 庶 位 移 所 作 的 元 功 之 和 为 零 , 即 


SW = > ‘87, =0 (6.2— 14) 
主动 力 对 虚 位 移 所 作 的 元 功 8W 称 为 虚 功 . 故 虚 位 移 原 理 也 称 为 虚 功 原理 。 


虚 位 移 原理 的 最 大 的 优点 是 当 质 点 系 平衡 时 直接 给 出 了 主动 力 之 问 的 关系 
而 避免 出 现 理想 约束 力 ， 


[ 例 6.2-3] 图 示 一 曲柄 滑 块 机 构 , 曲 柄 长 ~, 连 杆 长 7。 在 图 示 位 置 , 系 
统 受到 力 偶 M. 铅 重力 ,与 水 于 力 F ,该 机 构 处 于 平衡 , 求 这 些 主动 力 ( 偶 ) 之 
间 的 关系 。 

解 : 以 系统 为 对 象 ,由 诬 位 移 原 理 (6.2 一 14), 有 有 

Midop— FBdys - Pid —0 

注意 记 与 Fs 前 的 胡 号 是 因为 两 力 定义 的 方向 分 别 频 两 虚 位 移 83， 与 8z 方 
癌 相 皮 。 

将 例 6.2-2 中 的 虚 位 移 的 关系 式 (1),(2) 与 (44) 代 大 上 式 , 有 


6.2 虚 位 移 原 理 2 


例 6.2 一 3 图 


[M- Frcos p+ Frsin(g + Oleos 8 Bm=0 (1) 
由 十 69 为 独立 又 标的 变 分 ,该 得 到 主动 力 ( 偶 ) 之 间 的 关系 为 
AT 一 下 reos p+ Fersin( w+ 8)iecos 0=0 
其 中 ,6 与 q 的 关系 由 例 6.2 一 1 中 式 (3) 可 以 得 到 。 如 果 主 动力 与 力 偶 为 已 知 ， 
由 上 式 与 例 6.2 一 1 中 式 (3) 可 得 到 桃 构 平 衡 时 的 位 形 坐 标 g。 如 果 和 gp( 与 9) 
给 是, 上 式 给 出 了 在 该 位 形 达到 平衡 时 主动 力 与 力 偶 应 满足 的 条 件 。 


从 上 例 求 解 平 衡 问题 的 过 程 开 千 , 道 常 以 整个 系统 为 对 象 ,在 分 析 系 统 的 受 
力 时 不 考虑 理想 约束 力 , 只 考虑 主动 方 (包括 非 理想 约束 力 部 分 )。 这 对 解决 复 
杂 机 构 的 平衡 问题 带 来 很 大 的 方 使 。 


[ 例 6.2-4] 图 示 机 构 是 由 入 根 连 杆 匀 接 成 二 个 相同 的 攻 形 。 北 形 的 边 
长 为 如 , 较 口 固定 , 匀 A,B 与 C 限定 在 铅 重 线 上 运动 。 不 计 各 枉 的 重量 , 求 机 
网 在 如 图 所 示 位 置 处 于 平 祷 时 , 力 FE 与. 的 比 。 、 

解 : 根据 已 知 条 件 , 该 机 构 有 一 个 白 由 度 , 即 当 角 


¢ 给 定 后 机 构 位 形 确定 。 
以 系统 为 对 象 , 由 虎 位 移 原 理 (6,2 一 14), 有 
一 了 0ya t+ Fdy.=0 (1) 


下 面 考 卡 虚 位 移 之 间 的 关系 。 由 图 可 知 点 A 与 人 
的 y 坐标 分 别 为 
ya = 2bsin p, ye =bbsin 兄 
到 等 时 变 分 ， 
dy = Abeos pep, Bye = bheosgdop 
将 其 代入 式 (1) ,此 虑 到 3o 为 独立 坐标 的 变 和 分 ,有 


例 6.2-4 图 
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Fs dyc_, 
Fe 6% 


图 6-4 利用 虚 功 原理 求 约束 反 力 


上 述 的 例子 说 明 利用 虚 功 原理 可 处 理 有 运动 自由 度 刚 体系 的 平衡 问题 , 可 
得 到 刚体 系 平衡 时 主动 力 的 关系 或 平衡 时 的 位 形 。 对 于 求 一 无 自由 上 度 结 构 的 理 
想 约 束 力 问 题 可 采取 如 下 的 方法 ,即将 与 待 求 的 约束 力 相关 的 约束 解除 ,把 该 约 
训 力 作为 主动 为 处 理 , 大 府 可 得 到 它 与 主动 力 的 关系 ,， 如 图 6 一 4 所 示 的 一 二 较 
拱桥 受到 主动 力 下 与 F, 的 作用 。 这 是 一 个 结构 ,系统 无 自由 度 .、 如 果 要 求 支 
座 B 的 约 东 力 , 可 以 先 解 除 支 座 忆 的 z 方向 的 约 东 ,引入 约束 力 天 ( 见 图 6- 
4b)。 系 统 有 .个 自由 度 , 利 用 虚 鳃 原理 可 求 出 该 约 末 力 与 主动 力 的 关系 。 然 
后 ,解除 支 座 B 的 y 方向 的 约束 ,引入 约束 力 Fj,( 见 图 6 一 4c) ,同样 利 用 虚 功 原 
理 可 求 出 该 约束 力 与 主动 力 的 关系 。 


[ 例 6.2-5] 图 示 一 二 筷 拱 桥 ,不 计 桥 自重 , 桥 寺 有 两 集中 载荷 下 与 FF ， 
炒 支 座 的 理想 约束 力 。 

解 ; 如 图 所 示 ,解除 约束 ,加 上 约束 反 力 FF.,。 系 统 有 - -个 自由 度 。 由 虚 
芒 原 理 (6.2 一 14), 有 

Feye Fdy, | Trdrn =D (1) 

下 面 推导 虚 位 移 之 间 的 关系 。 本 例 用 速度 法 比较 方便 。 图 bb 上面 出 了 儿 个 
特殊 点 的 违 度 方向 。 由 去 , 与 5 的 方向 可 得 到 刚体 BGI 的 瞬时 速度 中 心 ,由 
此 可 得 到 速度 坟 。 考 虑 到 速度 名 与 动 平行 , 故 蜀 体 CH 作 肯 时 平移 ,由 此 速度 
ie 号 Di 相等 。 根据 上 面 分 析 , 令 绕 匀 的 角速度 为 忆 = 8, 有 vx = wh, vr = 
a = v= wh, 由 十 OG = OT, 故 ve = v= wh, 这 样 ， 

ry = or = bp, y= vecostnld) = bp, y= — vecos(nf4) -= — be 
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N_i 


由 此 可 得 到 虚 位 移 的 关系 
Grx = pop, ye = om, Sy = — HOw 
将 其 代入 趟 (1), 有 
(Fo ~ Ft+ Fde=0 
考虑 到 Sg 为 独立 坐标 的 变 分 ,有 
Fe,= — Fe- Pk 


6.2.3 质点 系 的 平衡 条 件 
1. 广 忱 力 及 由 其 描述 的 质点 系 平衡 条 件 


从 下 节 的 例子 ,可 以 总 结 利 几 虚 位 称 原 理解 决 系统 平衡 问题 的 过 程 ， 首先 
写 出 主动 力 的 虚 功 的 表达 式 ; 由 于 各 点 的 虚 位 移 不 独立 ,通过 运动 学 的 关系 (或 
轩 关 系 或 速度 关系 ) 作 等 时 变 分 ,得 到 各 点 的 虚 位 移 与 独立 坐标 变 分 的 甘 系 
式 ; 最 后 代入 虚 功 的 表达 式 , 得 到 上 内 会 独 和 并 人 誉 标 变 分 的 等 式 ,从 而 得 到 了 上 上 动 旋 
的 关系 。 上 节 的 例子 均 为 单 月 由 度 系 统 ,本 节 将 上 述 方法 推广 到 - 般 的 系统 。 

考虑 质点 系 由 于 个 质点 己 (= ii) 组 成 ,其 在 参考 基 才 的 位 置 由 舌 径 
产 确定 。 系统 的 位 形 由 3n 维 坐 标 阵 q《6.2- 1) 确 定 。 由 于 存在 ;个 独立 的 约 


束 方 程 46.2 一 2) ,可 以 定义 人 个 广 闵 举 标 ww, 即 


由 一 (0 Th a ws) 


(6.2— 15) 
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展开 式 {6.2 一 11) ,质点 PP 的 矢 径 六 的 坐标 阵 与 广义 坐标 w 的 关系 可 表示 为 


r=rtw,rt) 【二 二 二 天 (6.2—16) 
取 等 时 变 分 ,有 
9 
dre = Dow (k= ln) (6.2- 17) 
了 一 1 J 


如 果 质 点 P,， 上 的 主动 力 F' 在 参考 基 的 坐标 阵 为 F: ,根据 定义 ,系统 的 虚 
功 可 表示 为 


一 二 一 . - fA 
SW= DF HF, = ZF or = SF: (> Su ) 


k=1 1 
全 n | 
= 3 (DR) dw (6.2 - 18) 
71 “A 号 
信 
_ yal OF 加 
,= ZF Few, (7 = 1,. ,8) (6.2— 19} 


称 其 为 作用 于 系统 所 有 主动 力 关 于 广义 区 和 标 ww 的 广 忱 力 。 由 于 Q@,Sw, 的 量 纲 
与 功 的 量 网 相同 , 放 广 义 力 的 量 网 取决 于 广 尽 坐标 的 量 岗 。 当 mm 为 长 度 时 ,Q， 
为 力 ; Ww, 为 戎 度 时 ,O 为 力 偶 。 将 式 t6.2 一 19) 代 人 式 (6.2 ~ 18) ,系统 的 总 虚 
切 可 表示 为 

3W = Qi (6.2— 20) 
读者 不 难 从 上 节 的 例子 中 找到 广义 万 。 如 例 6.2 一 3 中 ,由 式 (1) 可 得 系统 主动 
力 关 于 独立 坐标 Pp 的 广义 力 为 Q = M- Freos p+ Forsin(w + 0)fcos 8。 由 
例 6.2 一 5 中 由 式 (2), 可 得 系统 主动 力 关于 独立 坐标 g 的 广义 力 为 Q, = [F, + 
FF; 二 Fx)b: 两 这 性 力 的 量 纲 均 为 轧 偶 。 

将 式 (6.2 一 20) 代 大 卡 荔 原 理 的 表达 式 (6.2 一 14) ,有 


而 
SW = > Qir =0 (6.2—21) 
+=1 
对 于 完整 系统 ,广义 坐标 的 变 分 3tw,(j 二 1,…, 人 六) 为 独立 变量 , 故 有 上 式 得 
Q=0 C=1,..,8) (6.2—22) 


因此 虚 位 称 原 理 可 表示 为 :具有 双 面 理想 约束 的 质点 系 , 其 平衡 的 充分 必要 条 件 
为 所 有 关于 广义 坐标 的 广义 力 均 为 零 ， 

基体 计算 系统 证 动力 关于 广义 坐标 的 广义 力 的 方法 有 两 种 : 

C1) 列 出 所 有 主 蕊 力 的 虚 功 ,根据 约束 方程 推导 上 述 虚 功 表达 式 中 虚 位 移 
J 广义 坐标 虚 位 移 的 关系 ,利用 式 (6.2 一 18) 进 行 广义 坐标 虚 位 称 的 同类 项 合 
并 ,见得 章 关 于 各 广义 坐标 的 广 文 访 。 上 节 的 例子 与 本 节 的 推导 是 以 这 种 方法 
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进行 的 。 
(2) 取 某 广 愉 党 标的 变 分 5x6,, 令 其 他 广义 坐标 的 变 作 为 零 ,计算 由 于 该 变 
分 引起 的 各 主动 力 所 作 的 赴 功 WW , 则 广 闵 力 为 
Q, = 8W, nr (6.2—23) 


[ 例 6.2-6] 图 示 - - 双 摆 , 捍 长 分 曾 为 1 与 i ,质量 分 别 为 mm| 与 如) 
在 摆 端 B 上 受到 一 水 于 力 F。 求 系统 平衡 时 , 双 摆 的 位 形 。 
解 : 如 图 建立 惯性 基 。 质心 Ci 与 C 的 坐标 
分 别 为 
r= (x VY] ) ， ra = (x ya) 
如 图 瞩 示 ,所 有 主动 力 的 虚 功 为 
SW 三 pr gdy 十 pedy; + FSr, {1) 
系统 有 2 个 自由 度 , 取 广 闵 举 标 gi 与 ws 
由 约束 条 人 忻 可 得 


Yi > £1CO8 pil2 ' 


y= Hcos pt icos gf2 > (2) 
Xa {sn p+ dssin yx 
采用 上 述 的 方法 (2) 求 广义 力 。 先 令 Sg 天 0， 多 62 -6 效 
S92 := 0。 对 上 式 取 等 时 变 分 有 
Gy 一 一 (Sn p23 
Sys = — (Hsin pi)Gol 
Gra = (icos pr)do 
将 它们 代入 式 (]), 有 
SW = [Lmegldisin gf2)— mgllsin pi)+Fllicos p)]dp, (3) 
青 今 592 关 0 ,58g1 =0。 对 式 (2) 取 等 时 变 分 有 
Sy =D0, Sy; = — (lsin Pal2)80, ,7 = (cos zy) 人 pp。 
将 它们 代入 (1]), 有 
BW, = [= mg( isin p12) + F(T, cos gz ) |B op (4) 
由 式 (3) 与 (4), 考 虑 到 式 (6.2 -21) ,可 得 到 系统 关于 广义 坐标 gp, 与 w 的 
广义 力 ,它们 分 别 为 
We = — mgtli,sin P112)— ma gisin wi + P(E cos 他 ] 


QW = — mp (il,sin gt2) + FP {EL, cos Ca ) 
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由 虚 何 移 原 理 46.2 一 201, 上 述 茸 共 均 为 和 要 ,从 而 可 得 尘 衡 位 置 的 你 形 侍 标 为 
warctanl2Fi(tms t+2m:g)] 
fa = arctan(2F /nm g) 
2. 势力 场 中 质点 系 的 平衡 条 件 与 稳 候 性 
在 努力 场 中 (网 4.5.3) .质点 系 中 的 项 点 瑚 (全 =1 2) 上 受到 的 主动 力 
均 为 有 势力 F; ,其 势 函 数 为 
CD, = Ur) (k=1. ,nn) (6.2—24) 
式 中 x 为 质点 PP; 的 矢 径 疡 在 参考 基 全 的 坐标 阵 。 由 式 (4.5-- 25) ,势力 瑟 在 
该 基 的 坐标 阵 F 与 势 国 数 册 的 关系 可 瑟 为 
AU } _ [7 LDL 9 
apr, 


F. (0 =| ) C4=1, (6.2-25) 
将 其 代入 式 (6.2 -19) ,得 到 系统 关于 广义 坐标 岂 的 广义 方 的 表达 式 为 


"iDU. Ya DTIT 、 
0= > =D =1,,6) (6.2-26) 


Are dy dr, 


dr, du, pp die, 
考虑 到 式 (6.2- 16), 势 国 数 局 {6.2 一 24) 可 改写 
Us=U(g) (1 (6.2—27) 
将 系统 的 总 势 函 数 定 义 为 
Ulg) = SU,(g) (6.2 -28) 
这 样 由 式 (6,2 一 26) ,在 势力 场 中 ,系统 关于 广义 坐标 xe, 的 广义 方 为 
QT Gl.) (6.2 -29) 
A 
如 果 改 用 系统 总 势能 明 数 VW = -UU, 上 式 可 表 为 
Q = -和 (6.2— 30) 


有 以 上 两 式 可 知 , 在 势力 场 中 ,系统 关于 其 广 义举 标的 广义 力 或 等 于 其 势 丽 数 对 
该 广义 坐标 的 偏 导数 ,或 等 于 其 势能 函数 对 该 广义 坐标 的 仿 时 数 的 负 值 。 
根据 半 衡 的 充 要 条 件 (6.2 一 22) ,得 到 


2Y -0 (j=1,.,6) (6.2—31) 


Dr, 
由 此 得 到 结论 :在 势力 场 中 ,质点 系 在 平衡 位 形 处 的 势能 取 极 值 。 

质 操 系 平 物 的 男 . -个 午 要 概念 为 质点 系 的 平衡 位 形 的 稳定 性 。 它 是 具有 重 
攻关 陈 意 义 的 问题 。 当 质 点 系 在 某 平衡 位 形 处 受到 微小 扰动 时 ,其 位 形 只 在 平 
黎 位 置 附近 运动 而 不 产生 明 录 的 住 离 , 则 称 为 该 平衡 位 形 是 稳定 的 ,否则 称 为 不 
稳定 。 在 实际 问题 中 只 有 稳定 的 半 衡 位 形 才 可 能 存在 。 判 断 平衡 位 形 的 经 上 典 定 
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理 为 拉 格 朗 日 - 狱 利克 雷 (P.G.L.Dirichleb 定 理 : 知 质点 系 在 平衡 位 形 上 的 势 
能 具有 极 小 值 , 则 该 平衡 位 形 是 稳定 的 。 李 雅 普 诺 夫 (A.M. Lyapunov) 则 提出 ; 
区 质点 系 在 平衡 位 形 上 的 势能 取 极 大 , 则 平衡 位 置 不 稳定 。 
判断 势能 是 否 极 小 的 判 据 是 黄 等 代数 的 内 容 。 下 面 介绍 几 种 简单 的 情况 . 
对 十 单 自由 度 系 统 , 对 二 gg” ,有 


则 V(tg ) 取 极 值 。 若 势能 V (a) 的 不 等 于 零 的 最 低 阶 导数 是 偶数 阶 , 如 果 为 
正 , 则 区 能 V(tg) 在 gq= 9 有 极 小 ,此 时 平衡 位 形 9 二 9” 为 稳定 ;如 果 为 人 久 则 势 
能 Yo 在 @=d 有 根 小 值 ,此 时 平衡 位 形 2 二 0 为 不 稳定 ， 

对 于 一 0 由 系统 ,对 于 9 了 =9 =(c gz) ,有 
dV 
dq 


= 


| 
则 Y(ei 在 9=9 取 极 和 值 ， 若 势能 Vol ec) 在 9=9 和 满足 以 下 条 件 , 则 
势能 VW 在 #9=g ”有 极 小 值 ， 
PV FV (2 aV TV 
dg | 9 lL, 


dl 9g 991093 
此 时 平衡 位 形 gq = gq” 为 稳定 的 。 


>0 


一 了 


[ 例 6.2-7] 图 示 - :质量 为 六 的 小 球 A 套 在 一 半径 为 7 的 圆 环 [, 圆 环 
北面 在 销 刁 平面 内 。 小 球 可 在 环 上 滑动 ,不 计 摩 拉 。 小 球 通 过 一 线 漳 繁 与 环 |: 
的 BB 相连 。 弹 繁 刚 度 为 k( 令 r> mg), 原 长 为 1。。 求 小 球 的 平衡 位 第 ,日 计 论 


A 


稳定 稳定 不 稳定 稳定 
b>1 Op<l 
例句 .2 一 ?了 闭 


解 : 将 小 球 A 视 为 质点 , 具 位 置 由 图 示 的 角 gp 确定 。 小 球 处 在 重力 场 与 弹 
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性 力 场 中 ,两 力 场 均 为 势力 场 。 定 义 过 里 的 水 平面 为 重力 场 的 零 势 面 ,以 B 为 
圆心 六 为 半径 的 贺 为 弹性 力 场 的 零 势 面 , 则 系统 的 势能 为 两 势能 之 和 , 由 式 
(4,5 一 31 ) 与 (4.1 一 32), 有 
V= -2mgrcos w+ k{(2roos owl) /2 (1); 
为 了 找平 衡 位 置 ,由 式 (6.2 一 31), 即 


46 一 2rsin ok 2 kr 一 ng)oos p |=0 


有 
sin @=0, cos w= kil/2( kr ~ mg}=0 
当 5 之 1, 有 一 个 平衡 位 置 
多 1 二 
由 已 知 条 件 , 当 0<<5<1, 有 三 个 平衡 位 置 
P=, pi 二 arccos , y= — arccos b 
下 面 讨论 平衡 位 置 的 稳定 性 。 求 势能 的 二 阶 导数 有 
SY =2rkol eos w+ (1 -2cos g)ip] (2) 
对 于 平衡 位 置 p =0, 代 人 式 (2), 有 
>0 当 b>1 
ml 当 B=1 
% <0 当 0<b<l 
由 此 可 见 , 当 忆 >1, 势 能 函数 在 半 衡 位 置 gp, =0 为 极 小 ,该 平衡 位 置 稳定 ; 当 0 
<b<1, 努 能 加 数 在 平衡 位 置 g, =0 取 极 大 ,该 平衡 位 置 不 稳定 。 对 于 5=1, 需 
求 势能 V 的 三 阶 导数 , 当 gp, =0 时 代 人 为 零 ,再 对 势能 V 求 四 阶 导 数 , 有 
dV 
dr- p= 
可 知 努 能 V 取 极 小 值 ,平衡 位 置 wp, =0 稳定 。 
对 于 平衡 位 置 p= cs, 即 cos pos= 上 45, 代 人 式 (2), 有 
dV 
do 


dV 
de” 


一 了 站 一 CDS (+ dcos 29)|=6rki, >0 
0 


=2rkio(1 — 6 )b >0 


Pa 


由 此 , 气 能 六 数 在 这 商 平 衡 位 置 为 极 小 ,平衡 位 置 p= gp, ;稳定 。 


[ 例 6.2-8」 贸 示 -- 质 量 为 ,长 为 7 的 均 质 杆 AB, 其 - 端 4 党 在 氏 重 
的 光滑 墙 上 上，- 端 用 长 为 上 (i 放 7 站 的 软 强 BO 拉 住 。 求 平衡 位 置 , 且 讨 论 其 
稳定 性 ， 
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解 : 如 图 建立 惯性 其 ， 取 点 号 时 坐标 人 
为 广义 人 誉 标 。 岂 上品 口 为 零 扩 面 , 杆 AB 的 势能 
函数 为 


{ 4 
V= — mg{ ra + Feos 3 
其 中 cos B= (11 一 有 -ar 代入 上 式 , 经 
整理 有 
lr 
v= -学 (+ : 
4 a } 
求 
dV mgf a4 
dra 4 | 3+ a ) 
当 村 处 于 平衡 时 ,dVidx, =0, 由 此 得 平衡 位 置 在 
| 上 一 2 
4 TA IN 3 
讨论 该 平衡 位 置 的 稳定 性 。 求 
dV 全 一 天 
C2 一 21-L .. 
人 < 


入 


故 在 平衡 位 置 rs = x 势能 取 极 大 ,平衡 位 置 不 稳定 
6.3 动力 学 普 裔 方程 


考虑 由 个 质点 组 成 的 质点 条 ,由 质点 系 的 达 衣 以 尔 原理 知 ,系统 中 所 在 
质点 的 惯性 力 与 作用 十 系统 的 外 力 构 成 平衡 万 系 、 加 在 质点 P, (kj) 
上 的 外 力 包括 证 动力 F 与 理想 约束 力 扬 ,由 式 (6.1 一 4), 有 有 


> FTE +EI =60 (6.3—1) 
让- 


出 此 式 , 惯 性 力 玉 ”在 这 个 平衡 力 系 中 相当 于 主动 方 的 地 位 。 又 由 庆功 床 理 知 ， 
其 有 双 面 理想 约束 的 质点 系 , 其 平衡 的 充分 必要 条 件 为 系统 内 所 有 主动 力 对 于: 


奈 点 系 的 任意 虚 位 物 所 作 的 元 功 之 和 为 零 。 壮 虑 到 式 (6.3 一 1), 由 式 (6.2 一 14) 
让 


或 巩 讶 到 式 (6.1 一 2), 可 写成 
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> ,07 + (— m+ PF: ) = 八 (6.3—3) 
点 一 | 

上 | 式 在 参考 基 下 的 坐标 式 闵 
> dr: (一 pr + Fi)=0 (8.3C—4) 
#1 


[- 式 称 为 虚 功 形式 的 动力 学 普遍 方程 ,或 称 为 达 朗 贝尔 一 拉 格 朗 日 原理 。 
如 果 该 质点 系 是 自由 的 ,那么 所 有 项 点 矢 径 的 变 分 Sr (下 =1 上 2 相互 独 
立 , 上 式 的 括号 内 的 各 项 同时 为 霉 , 即 可 得 到 如 下 微分 形式 的 方程 
mr= Fi (k=1,…,n) 
即 质 点 系 的 牛顿 定律 ， 如 果 该 质点 系 受 到 约束 ,那么 各 质点 矢 径 的 变 分 Sy 
t 丰 二 1 ,nn) 相 互相 独立 ,得 不 天 上 式 ， 
下 面 将 根据 动力 学 普遍 方程 推导 受 约束 质点 系 的 微分 形式 的 方程 . 


6.4 拉 格 衣 日 第 - :类 方程 


令 质 点 系 的 尝 标 阵 为 


和 Fr rl ee ry (6.4—1) 
坐标 的 个 数 为 3x ， 如 果 该 系统 受到 约束 ,独立 约束 方程 为 s 个 , 即 
To,:)=0 (6.4—2) 


其 中 国 -(B，， 要 ，… 四) 。 那 么 系统 的 襟 量 中 只 有 8=3n 一 s 个 为 独立 
的 , 即 系 统 的 外 由 虚数 为 6。 

利用 表 还 式 (6.4 一 1) ,系统 变 分 形式 的 动 岂 学 普遍 方 程 (6.3-4) 可 表 为 媳 
阵 家 达 式 


69 (—mg+F")=0 (6.4 一 3 
式 中 
Bq= (dr: br! -ee Br TE 
= Fe ER (6.4—4} 
m= diagtm, mJ)ER" (6.4—5) 
式 中 


m; = diag( in, ps mn, ER 
对 约束 方程 {6.4 一 2) 取 等 时 变 分 . 丰 
Dg—0 (6.4—6) 
式 中 嘱 , 忆 :*“ 为 约束 方程 的 雅 可 比 。3| 人 ,个 待定 系数 4.(i=1,…,s), 称 其 
为 拉 格 朗 日 乘 于 ， 将 具 构 成 列 阵 
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A=(AL A (6.4—7) 
对 式 (6.4- 6) 了 现 边 转 冒 ,再 将 拉 格 明日 梯子 阵 4 厂 梯 两 边 ,得 
8g DA=0 (6,4—8) 
将 方程 (6.4 一 3) 上 与 式 (6.4 一 8) 相 减 , 得 
Bg (— mg — Bh+ r=0 (6.4—9) 


如 果 拉 格 并 日 乘 -f 选 择 适当 , 令 桌 先 指定 的 不 独立 的 坐标 变 分 前 的 系数 为 零 ,这 
样 可 得 色 * 个 方程 。 于 是 在 方程 (6.4 一 9) 中 内 包含 独立 坐标 变 分 前 的 8 个 和 
式 。 既 然 这 些 坐 标 变 分 是 独立 的 ,那么 这 些 变 分 前 的 系数 也 为 零 。 这 样 由 式 
(6.4- 9) 可 得 如 下 微分 形式 的 方程 : 

mi + BaF (6.4—10) 
这 就 是 带 拉 格 朗 日 乘 子 的 质点 系 动力 学 方程 ,或 称 为 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 。 需 
竖 指 出 的 是 在 推导 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 (6.4- 10) 用 到 了 变 分 式 (6.4 -6) ,事实 
上 该 变 分 式 不 一 定 限制 由 完整 约束 方程 (6.4 ~ 2) 得 到 。 对 于 非 完整 约束 如 果 它 
具有 式 (6.4- 6) 的 变 分 关系 , 拉 格 说 日 第 一 类 方程 (6.4- 10) 同 样 成 立 。 

如 果 将 方程 (6.4- 10) 的 含 拉 恪 朗 日 乘 了 项 田 24 右 移 ,将 方程 展开 再 与 质 
点 系 的 牛顿 方程 (4.3 - 4) 比较 ,不 难看 出 含 拉 格 郎 日 乘 子 项 - 中 以 的 物理 意义 
为 作用 十 系统 各 质点 的 内 力 或 理想 约 来 力 。 

注意 方程 (6.4 一 10) 的 个 数 为 3n ,但 变量 中 除了 3z 个 坐标 变量 外 还 引 人 
了 * 个 未 知 的 拉 格 裔 日 梯子 。 故 需 增加 ， 个 约束 方程 ,与 方程 (6.4- 10) -起 才 
能 求解 、 这 种 求解 过 程 与 矢量 力学 求解 动力 学 问题 的 一 般 旋 法 类 似 ( 网 5.2.3 
节 )。 两 种 方法 区 别 在 于 拉 格 朗 日 第 -类 方 袜 (6.4 一 10) 中 不 合理 想 约束 力 , 在 
建立 方程 时 不 必 对 其 进行 受 力 分 析 - 


[ 例 6.4-1] 图 示 一 发 质点 摆 , 摆 趟 P| 与 的 质量 分 别 为 下 | 与 由 ; , 摆 
长 分 别 为 去 与 fs 试 利用 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 建立 该 


双 质 点 搜 的 动力 学 方程 。 

解 : 如 图 建立 惯性 基 。 双 质点 摆 为 两 质点 系 ,系统 
的 学 标 考 为 xb) 

Sr ri) ={e vy ra yy 
to 
约束 方程 为 
XI+ yi—11 
Pg,t) = ,| =0 (1) 例 6.4-1 败 


nr} +t ye 


可 狗 党 标 数 为 4, 约 束 方程 数 为 2, 大 系 统 自 由 度 为 2。 引 人 和 拉 格 郎 日 乘 子 阵 1 = 
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(X41 aa) 。 约 束 方 程 ( 志 的 雅 可比 为 


加 | 2X1 之 yj 0 0 
人 —2(xw3 — ri) —2(y1—Yy1) 2(72 一 了 2(y — Yy1) 
主动 力 只 有 重力 ,主动 力 阵 为 


F"=(F*" rm)!'=(0 mz 0 mg) 
将 上 述 分 析 的 结果 代入 式 (6.4 一 10), 有 动力 学 上 方程 


fm， 0 (} 用 于 | 2r; -2(tx;— zx) 0 
| 0 ml 0 0 yi Zyl 一 2432 一 如 A 1B 
| ， | + = {2) 
| h 0 ms 0 |z; 0 2(r， 一 们 |】 A 0 
| 0 0 0 nr) Ly 0 2tys— yi1) J | 
或 展开 得 
T+ 21AI 一 2 一 下， 一 站 
my +2y A — 2 ys — yids = ng (3) 


mrs +2 - x A 一 站 

my + 2 ya — yA = mg | 
上 述 4 个 方程 中 有 6 个 变量 。 常 与 约束 方程 (1) 一 起 求解 。 这 是 微分- 代数 
方程 组 ,求解 比较 内 难 。 遂 常 作 如 下 处 理 , 将 式 (1) 对 时 间 求 二 阶 导数 ,得 到 加 速 
度 约束 方程 , 即 

TT) + yy + ri + =0 
(ra -ra 一 二 (一 人 (0 

将 这 2 个 微分 方程 与 动力 学 方程 (3) 一 起 求解 。 首 先 设法 消去 拉 格 朗 日 乘 子 , 然 
后 进行 积分 - 


6.5 拉 格 关 日 第 二 类 方程 


由 了 于 拉 司 半日 第 一 类 方程 中 包含 未 知 的 拉 格 朗 日 乘 子 , 不 仅 廊 程 的 规模 较 
大 ,而 用 过 引入 加速 度 约 束 方程 组 才能 进行 动力 学 问题 的 求解 。 下 面 将 要 推导 
的 方程 将 以 广义 堂 慰 为 变革 ,并 月 不 出 现 拉 格 朗 日 乘 了 。 


5.s.1 方程 的 推导 
考虑 一 原点 系 (中 三 1,… ,x) 的 自由 度 为 8, 引 入) 义举 标 阵 w ,出 6.2 节 
可 基 , 奈 点 BB 的 失 径 在 惯性 基 的 坐标 阵 可 表示 为 ” 义 华 标 阵 w 的 函数 ,有 即 
re Fw i) (kl,,n) (6. 5—1) 
将 上 上 式 对 时 间 求 导 ,得 到 质点 已 的 速度 在 惯性 基 的 举 标 阵 为 
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i = > + (k= 1,,n) (6.5- 2) 
由 此 式 可 得 到 虚 位 移 与 广 艾 坐标 虚 位 移 之 间 的 关系 , 即 
纺 
dr: = > Br, (k= 1,,n) (6.5-3) 


将 上 式 代入 动力 学 普遍 方程 (6.3- 4) ,得 
> 3m (2) 人- mr t+ Fe}=0 
改变 求 和 和 次序 ,有 
> ro- Em (3 ) ; re > ) := 0 (6.5-4) 
谍 上 式 括 导 中 的 第 一 式 有 
a on a ( 芝 ) | 
(j=1,B) (6.5-5) 


在 继续 推导 前 先 推导 一 些 关 系 式 。 首 先 将 式 (6.5 一 2) 对 广义 速度 凤 求 仿 
叶 数 ,有 


dr, gr 
= (R=1,. ,nn) (6.4 一 6 
可 TU dT, 


接着 将 式 (6.5 一 2) 对 广义 坐标 zw 求人 篇 导数 ,有 


ar, dr, . Or, 
dw re Te tA 0, 《天 一 [7 


如 采 先 将 式 (6.5 一 1) 对 广义 坐标 ww 求 偏 导数 ,再 对 时 间 求 导 , 有 


d dr 加 or ， ar, 

dt (党 六 I dt VT gr or (k= 1,..…,n) 
考虑 到 二 阶 偏 导 数 的 求 导 次 序 可 交换 , 故 以 上 两 式 左边 相等 ,改变 ww 的 下 标 可 
得 到 如 下 关系 式 : 


d 和 _ 
人 本 (上 三 于 ,5 (6.5—7) 


将 式 (46.5 一 6 与 (6.5- 了) 代 人 式 (6.5-5) .有 


Te 
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改变 求 和 与 求 偏 导数 的 次 序 , 考 虑 到 系统 动能 的 表达 式 (4.5 一 1), 有 


”， pr, da «rl I 9 < 一 [1 i 
Dm :| Te dt | Dee > | mi 坟 >|3 ma 和) 


4= 1 de ki 


d ol 3T /._,... 
-下 也 (= 工交, 售 】 

将 上 式 代 人 式 人 66.5-4) 括 号 内 的 第 一 式 , 考 志 到 内 式 16.2- 19). 括 号 内 第 二 式 
为 厂 尽 轧 站 (j=1. 8), 夏 式 16.5-4 可 改写 为 
1 d aT 9 
Zw, ~ a 5 
这 是 以 动能 表达 的 动力 学 普遍 上 方程。 在 推导 方程 (6.5 -8) 时 ,用 到 的 约束 方程 
(6.5 一 由 不 要 求 为 完整 约束 , 虞 变 分 方程 (6.5-8) 对 具有 完整 与 非 完 整 约束 都 
成 立 。 

如 果 约 束 方程 {6.5 1) 描述 的 为 相互 独立 的 完整 约束 ,8 个 广 六 举 标 的 变 
分 Sr (7 二 1,…,8) 相 互 独立 了 D, 故 上 式 可 得 到 微分 形式 的 动力 学 方程 ,中 


+Q)-0 (6.5 — 8) 


de I ger, (j=1," ,8) (6.5—0) 


这 个 微分 方 牡 组 称 为 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 。 考 虚 到 上 式 的 条 件 , 该 方程 只 活用 
于 具有 完整 约束 的 质点 系 . 方 徇 给 出 了 系统 的 动能 与 广义 力 之 间 的 关系 。 
考虑 到 式 (6.5 一 2), 系 统 的 动能 可 写 为 


用 可 内 - T 证 
1 1 | “Jr, ， | | dF, 如 | 
T= >, 7 Mar er 一 > 3 a 之 | 5 + 之 | Tao, + 本 


A #=] 

def 

T+ T+ TT (6.5 — 10) 

式 中 ,了 ,TT 与 分 分 别 表 为 广义 速度 的 二 次 、-… 次 与 零 次 的 齐 次 式 , 即 
] < 9yr, 119 ， ， 
r= > [> 站 (6:51 
for Var,]. 
T, = > Dm (2) eh, (6.5 - 12) 


/= 一 “点 一 ] 


对 于 非 完整 约 吕 , 它 的 个 广义 举 标的 恋 分 不 相互 独立 、 详 见 有 闫 分析 力 党 的 专著 ,名 陈 交 民 
等 普 4 分 析 动 力学 ,上海 交 通信 学 出 版 社 ,1990。 
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dr, 1 Ar, 
n= | (6.5— 13) 
对 于 定常 约束 ,由 式 (6.5 一 12) 与 (6.5 一 13}) 知 ,T= T=0, 有 丁 = T,, 即 系统 
动能 为 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 。 
由 式 (6.5 一 10) 知 ,系统 动能 是 广 闷 速度 的 二 次 式 。 当 动能 对 广 蒜 速度 求 偏 
导数 ,和 于 对 时间 求 时 , 故 拉 格 庆 日 方程 是 广义 坐标 的 二 阶 微 分 方程 。 


[ 例 6.5-1] 试用 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 建立 一 质量 为 m 的 自由 质点 的 动 
力学 方程 。 

一 日 由 质点 的 自由 度 为 3。 将 其 的 笛 卡 尔 誉 标 += (x wy xz) 作为 广义 
坐标 ,该 质点 的 副 能 为 


工 = 广 mm(z: +y +z ) 


页 
dT ， 可 了 ， dT ， 
了 PT， 村 my, J ] 1) 
它们 分 别 为 质点 的 动量 p= mw 的 三 个 坐标 。 此 外 
0T 3T_0 9T, 
5 (2) 


如 果 作 用 在 该 质点 上 的 外 力 的 合力 为 Fs ,由 于 质点 不 受 约束 ,该 力 即 主动 力 . 
令 该 力 的 举 标 阵 为 Fk 二 (Fe，。 Fk，。 Fg), 它 作 的 虚 功 为 
SW = Fo Sx + Pody+ Fo de 
得 该 力 的 关于 广义 坐标 的 广义 力 为 
,= PRs ， Qn, QQ,.= Fg, (3) 
将 式 (1) ~(3) 代 入 方程 (6.5 一 9), 有 自由 质点 的 动力 学 方程 
mr = Fr,, my = Fp,, mz = Fp, 


与 矢量 力学 得 到 的 方程 (4.3 一 12) 一 致 ， 


[ 例 6.5- 2] 试用 拉 格 朗 晶 第 二 类 方程 建立 图 5-1 所 示 定 轴 转 动 刚体 的 


动力 学 方程 。 
定 轴 转 动 刚体 上 其 有 一 个 自由 度 , 令 转 角 g 为 坐标 。 刚 体 的 动能 为 
~、 1 .; 
1= I Jo 
改 有 
3T .IT 
dg 9 ap 


238 第 6 章 分 析 力 学 基础 
与 式 全 .并 一 2 对 照 .可见 97199 为 刚体 绕 转 轴 的 动量 矩 工 ,, 。 
如 果 作 用 在 该 刚体 上 的 主动 力 绕 Oz 轴 的 主 矩 为 Mn。 由 于 主动 力 的 虚 功 
为 8 厂 =NMoSp ,帮主 动力 关 于 gp 的 广义 力 人 = Mo.。 
将 以 上 备 式 代 人 方程 46.5-9) ,得 到 定 轴 转 动 刚 体 的 动力 学 方程 为 


Je 三 Mo 
与 矢量 力学 得 到 的 方程 {5.1 一 4) 一 致 。 


L 例 6.5~3] 用 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 建立 例 $.3 - 2 中 变 押 长 单 氛 的 动力 
学 方程 。 


解 : 由 例 $.2-5 的 图 可 知 , 摆 球 的 笛 卡尔 坐标 与 广义 坐标 yy 的 关系 为 
z={io ~ vt)cos y, y= tio — wt)siny 


这 是 具有 非 定常 约束 的 自由 度 为 ] 的 系统 。 将 上 式 对 时 间 求 导 , 有 
z= 一 (一 中)wgsin pvcosy 


y= — (0— vgeos gy— vsiny 
摊 球 的 动能 为 
T= 也 mm( 癌 + 六 )= 广 m[(lo -wt 
故 有 
dT _ 了 . 
ay ~ a (lo wy 
且 有 
do ， . 
df 3 Plo WY 2mol lo wy 


重力 的 关于 的 广义 力 为 
Qu= — mglsin y= - mg (lo ~ wt)sin y 
将 以 上 各 式 代 人 式 (6.5- 9) ,经 整理 后 得 变 摆 长 单 押 的 动力 学 方程 为 


(to — oa) 2 二 gsin y=0 
与 例 5.2 一 5 得 到 的 结果 一 致 。 


[ 例 6.5-4]j 试用 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 建立 例 56.4 一 1 所 示 双 质点 搜 的 动 
力学 方程 。 


解 : 双 质 点 摆 为 两 质点 系 ,系统 的 自由 度 为 2, 定 义 广义 坐标 为 w= (ep， 
9:) 。 贰 点 Pi 与 P; 的 笛 卡 尔 坐 标 与 广义 坐标 的 关系 分 别 为 


X10os pl, Y= Hsin oi 


(1) 
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过 = COS 他 | 十 bcos 依 2 932 一 SI P1 + Lsin 的 了 (2) 


将 以 上 两 式 对 时 间 求 导 , 可 得 到 它们 速度 之 间 的 关系 , 即 


Ti 二 一 上 1 isin 1 ，31 = Ll Pcos P| (3) 
一 一 [1 91Sin Pl — 1 92sin P22， 
ys = Pio Pi + Epa Cos ga (4) 
系统 的 动能 为 
T= 方 mi 戏 + 广 ms 丰 = 5 六 人 2 十 32) 十 方 Li + 2) 例 6.5 一 4 图 
将 式 (3) 与 (4) 代 入 上 式 , 有 
了 二 村 mit? ?+ Fmal + EG +2L lp 008( a ~ 91)] (5) 
将 动能 分 别 对 广义 坐标 与 广义 速度 求 偏 导数 ,有 
co 
二- ni2t) i, py pasint 2 一 pi) 
7 (6) 
= mats pi pisin( os — 1) 
"Pa 
dT ) . 
jo = (mt mm) pt ml pacos( pa — pi) 
1 
他 下 . ， 
5 = za 有 十 120 1agtcosf po ~ pi) 
再 分 别 将 上 式 对 时 间 求 导 , 有 
dT . .. 
区 一 二 (n+ 102) 1 他 | 十 madi lprcos( py 一 PI) 一 
dr do 
moatdi ls pa( Pa 一 pi)sint g, 一 pi1) (7) 
do + maili ts Picos( py 一 的) 一 
dt ap， 322 人 2 2 人 1 名 2 一 PI 


madils p(s — Pi)sin( gp -opi) 
下 面 推导 主动 力 六 ; 吕 与 m8; 关于) 广义 坐标 ww 的 / 广 尖 力 。 
系统 主动 力 的 虚 功 为 
SW mgdy + m3 gdy; (8) 
出 式 (3) 与 (4) ,可 得 虚 位 移 8w 各 6y, 与 广义 坐标 虚 位 移 的 关系 , 即 
Oy 一 一 sin piGo ， by,=— sin PoP tn pd gp 
将 它们 代入 式 (8), 有 
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SW = — mt malsin pdg — m2glasin padop, (9) 
由 此 式 可 得 到 主动 力 关 于 广 芯 坐标 的 广义 力 分 别 为 
Qs = 一 Crm + m2 ) gt 1sin P21 | 
. (10) 
Co， = — 12 glasin ga | 


将 式 (46) 7 与 (10) 代 人 拉 格 明日 第 二 类 方程 (6.5~9) ,经 整理 有 
(mi +m pt mads pcos( opy - pi)— 112 bP2 sint gp, 一 gp) 

= — (mtm)gsin gl (lla) 

md p+ mati picos( G2 一 Pi) +t radioisin( gs - G1)= — magsin go (11b) 


6.5.2 拉 格 六 日 函数 


如 和 尺 作 用 于 质点 系 的 主动 力 为 有 势力 ,势能 函数 为 VV, 则 广义 力 由 式 
(6.2 一 30) 确 定 将 此 式 代 入 拉 格 朗 日 方程 (6.5 一 9), 有 
d 27 AT- Vi) 


五 了 0 人 =) (6.5—14) 
i Qe de 
令 质点 系 的 动能 与 势能 之 差 为 拉 格 朗 日 函数 , 记 为 工 , 即 
L=T-V (6.5— 15) 
考虑 到 势能 函数 Y 与 广义 速度 无 关 , 即 3VI9 志 , , 敌 式 (6.5 -14) 可 改写 为 
; 
中 a -0 {j=1 ,6) (6.5~16) 


dt dw, He 
如 果 质 点 系 还 爱 到 非 势 力 的 作用 ,将 这 些 力 关于 广义 坐标 的 广义 力 记 为 
QU =1 9), 则 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 (6.5-9) 的 另 一 种 表达 式 为 
dor _ aL, 
dz Qe, Ow, 
此 外 ,由 例 6.5-1 与 例 6.5-2 显 见 ,动能 对 广义 速度 对 广义 速度 2, 的 仿 
导数 9Tijarw 有 具有 动量 或 动量 矩 量 网 ,改称 ?Ta 为 关于 广义 坐标 ww 的 广义 
动量 。 考 虑 到 势能 冰 数 中 不 含 广 义 速度 ww, ,有 2Li9tw, =3T19z , 故 3LI9t， 为 
三 疼 动 量 的 田 一 种 表达 式 。 


RQ, C=1,.,6) (6.5—17) 


[ 例 6.$S-5] 利用 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 解 例 5.2 -6 的 问题 。 

解 ; 由 例 5.2 -6 的 分 析 , 投 面 一 圆柱 系统 有 2 个 自由 度 。 根据 例 5.2-6 
图 的 定义 , 取 广 久 从 慰 为 gg = (x， Z2) 

对 于 斜面 也 ,质心 C, 的 绝对 速度 为 


一 一 
| 
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圆柱 马 的 质心 C: 对 于 B) 连 体 基 让 是 动 点 ,由 式 (2.5 一 6), 有 
二 十 二 1 
该 速度 在 基 矢 量子 与 区 上 的 人 誉 标 分 别 为 
Ta T2008 8+ Ir), VW, 一 -7 sn8 
由 丁 圆柱 在 斜面 上 作 无 滑动 的 滚动 , 癌 柱 相对 动 基 让 角速度 为 pg; 一 +s/r。 考 
虑 到 动 基 避 在 惯性 基 上 作 平 称 , 故 圆柱 的 绝对 角速度 w; 等 十 p71。 
让 于 斜面 号 作 平移 ,圆柱 B, 作 一 般 的 平面 运动 ,系统 的 动能 为 


工 = 广 m 本 + 六 ma( 友 + 
考虑 到 J = 六 2 六 大, 将 二 面 的 运动 学 分 析 的 结果 代入 ,经 整理 有 
工 = 于 (oa za) 得 二 了 和 2 全 aacos 6 (1) 
主动 力 为 有 势力 m8 与 加 ;8。 由 干 笠 面 Bi 作 水 半 平 移 , 战 势力 ps 不 
作坊 , 它 的 势能 V =0。 赔 杜 B 的 质心 C, 在 运动 过 程 中 ,在 得 直方 向 的 位 移 
为 Aya=xazsin0, 如 果 以 及 的 初始 位 置 为 零 势 面 ,势力 m8 的 势能 VV, = 
一 agAYy2o 系 统 的 总 势能 为 


Ti (2) 
由 式 (1) (2) ,根据 式 (6.5 一 15) 计 算 拉 格 朗 日 钱 数 上 ,接着 计算 
=- 0， gsin 0 (3) 
= + Mma) r+ mtscos 站 = tmricosg (4) 
全 Em tT mrit mr 2cos 8, 夺 这 = 也 ma + maricos 8 (5) 


吏 柱 与 斜面 问 的 摩 氛 力 Fe 为 系统 的 非 势 力 。 由 于 圆柱 在 斜面 上 作 无 滑动 
的 滚动 , 故 摩擦 力 ps 的 作用 点 无 相对 速度 , 改 该 力 的 庶 功 为 零 。 从 另 -个 角度 
此 结论 是 明显 的 。 由 于 圆柱 的 无 滑动 滚动 相当 于 圆柱 与 斜面 间 为 齿轮 与 具 条 的 
约束 ,理想 约束 力 垂 直 于 齿 而 的 法 线 (参见 图 4 一 13), 故 可 分 解 为 疼 示 的 与 
Fi 这 两 个 理想 约束 力 均 不 作 功 。 因 此 该 力 关 于 广义 坐标 的 广义 力 均 为 零 . 即 
Q, = QQ =0。 考 虑 到 此 关系 ,将 式 (3)~(5) 代 人 式 (6.5-17) ,有 有 


(31 二 73 十 seos 0=0 


3 - ， . 
SPT2t mrcos 0— mgsin 0=0 
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以 上 两 式 与 例 5.2 一 6 的 式 (3) 与 (6) 一 致 。 


[ 例 6.5~6] 如 图 所 示 , 一 单 摆 访 的 支点 固定 在 一 可 沿 光 滑 的 水 平 直线 
骂 道 平行 移动 的 滑 块 B 上 ,利用 拉 格 县 
日 第 二 类 方程 建立 系统 的 动力 学 方程 , 且 
分 析 系 统 的 运动 

解 ; 如 图 建立 惯性 基 6 与 滑 块 了 的 
连 体 基 上 。 系 统 有 两 个 自由 度 。 了 到 滑 丘 
B 在 xz 轴 上 的 坐标 z 与 单 摆 孔 偏离 错 
王 的 候 角 gq 为 广义 坐标 。 取 滑 块 B 的 
绝对 速度 为 vl = zx。 押 球 忆 为 动 基 他 
的 动 点 。 该 点 的 速度 为 赤 = 误 + 误 。 其 
中 四 对 速度 站 的 大 小 为 v; = ip, 方 向 如 
鲁 垂 下 于 摆 杆 。 牵 连 速度 直 的 大 小 为 
2 一 《方向 如 图 水 平 向 右 。 因 此 , 摆 球 B, 的 绝对 速度 为 


v3 = (0) + (vi) -2 vicos(r ~ yp) 


例 6.5 一 6 图 


= + + 2 lr cos ee 
由 上 述 运动 学 分 析 销 果 ,可 得 系统 的 动能 为 


] | 
T -Fm vo + 3 v3 


= Cm 十 mt wo 十 11 二 21121092OOS 仿 j 


主动 力 为 有 热力 ,以 y=0 为 零 势 面 ,系统 的 势能 为 VY = 一 WgLCOS De 与 
出 拉 格 朗 日 函数 工 , 计 算 


= (m+ os) 于 二 na 人 cas Pp, =0 (1) 
BT ma bY + ma lens Pp, 3 = -mipicos 9 (2) 
将 式 (1) 与 (2) 代 入 式 (6.5 一 16) ,经 整理 ,得 到 系统 的 动力 学 方程 为 
Cm t mdt it mtgeos -mip sin p=0 (3) 
ip+ zeps p+ gsin w=0 (4) 
下 面 通 过 方程 对 运动 进行 分 析 。 


将 先 由 方程 (3) 与 (4) 将 上 消去 ,有 
(7m1+ m2 ) lg — (sn2 lpoos v p12 dp’ sin op } cos P+ EN + pi) psin p=0 
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考虑 微 振动 的 情况 , 令 sin pg 写 pg， cos 81。 上 式 可 简化 为 


mipt+ (mt mj)gsin p=0 


此 时 , 摆 和 作 微 振动 的 周期 为 
| mf 
T=27 (Cm ee 


此 外 ,由 式 { 昌 代 人 式 (6.5 一 167)， 有 二 5 这 = = 站 , 故 
了 = ci( 管 数 ) (5) 
本 
即 系统 关 于 坐标 x 的 广义 动量 守 伍 。 或 将 式 (1) 代 人 上 式 , 有 
Cm + sa ) T+ mz lgpcos PO— 0 (6) 


不 难看 出 ,等 式 左边 为 系统 的 动量 在 x 方向 的 坐标 。 由 于 作用 于 系统 的 外 力 在 
z 方 癌 的 学 标 为 零 , 上 述 的 结果 是 明显 的 ， 
如 采 系 统 初始 时 ,BB 与 B 的 速度 为 零 , 故 c 一 0。 代 和信 式 (6) 有 


Hi 
工 二 mm Pos 9 (7) 
有 和 解 
PT 2 ， 
TT tm Pe (8) 


常数 cz 决定 于 起 始 时 Bi 与 BB 的 位 置 。 由 图 不 难得 到 搜 球 的 水 平 位 置 坐 标 x， 
二 XX 十 Lsin gg。 故 系统 的 质心 的 水 平 位 置 举 标 zv 为 


Mrmr MT mr + mising 
A 


tsn g 


m+m, mit+ 1 3 和 有 
考虑 到 式 (7), 有 zc = cx, 即 系统 在 运动 的 过 程 中 系统 质心 的 水 平 位 置 保持 不 
变 。 

最 后 ,研究 摆 球 的 运动 轨迹 。 考 虑 到 式 (7) , 摆 球 的 坐标 为 


Ta 二 定 十 上 Sin 太一 ez 十 isin |, y= ~— icos g 


消去 yp 得 到 摆 球 的 运动 轨迹 的 方程 为 
这 是 以 二， 一 0 为 中 心 的 本 加 方程 ， 正 是 这 个 原因 该 系统 称 为 精 贺 摆 。 
6.5.3 方程 的 初 积分 


由 例 6.5 一 6 可 知 , 当 拉 格 朗 日 方程 具有 如 式 (5) 的 降 阶 的 方程 时 ,对 系统 的 
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运动 分 析 带 来 很 大 的 方便 。 下 面 我 们 从 更 一 般 的 意义 上 讨论 这 种 情况。 如 果 可 
由 拉 格 遍 日 方程 得 到 联系 广 久 速度 .广义 坐标 .时间 与 “常数 的 方程 时 , 称 它 们 
为 拉 格 郎 日 方程 的 初 积 分 。 现 分 儿 种 情况 进行 讨论 。 

1, 拉 格 六 日 函数 工 不 显 含 革 些 广义 坐标 。 


: 器 
如 崇 工 不 显 含 广义 坐标 志 w 1 盖 间 ， 放 坟 渡 


=0, 有 和 初 积 


= cl( 常 数 ) (6.5—18) 


均 
通常 称 zw 为 循环 坐标 .上 述 初 积分 称 为 循环 积分 ， 由 于 9Ljro 为 关于 mm 的 
广 这 动量 , 故 衢 环 积分 的 物理 意义 为 对 应 循环 坐标 的 广义 动量 守恒 。 如 例 6.5 一 
6 中 的 循环 积分 描述 了 系统 在 x 方向 的 动量 守恒 ， 
2. 拉 格 朗 日 函数 上 不 显 时 间 :。 
着 碟 拉 格 并 日 函数 虐 对 时 间 的 导数 , 即 
zf . .. aL : 
守 一 > + WW di )+ 于 
由 于 拉客 明日 函数 工 不 显 时 间 二 即 93L1ar =0, 故 上 式 右边 的 第 二 项 消失 ， 将 拉 格 
团 日 方程 组 (6.5- 16) 的 每 … 个 方程 乘 以 相应 的 广 祥 速度 吧 ,再 把 它们 相 加 ,有 


3 + ] 2L ， 
> 5 )=0 {6,5 — 20) 
于 


将 式 (6.5 一 19) 与 (6.5 一 20) 相 加 , 考 虚 到 拉 格 朗 日 清 数 工 不 显 时 间 1(3Lj3t = 
0), 有 


(6.5— 19) 


dL uf. d aL .9L 5 1. aL 
dr 本 pn 中 re ?Ae }= 过 


了 一 | 


交换 上 式 右 边 的 求 和 与 对 时 间 求 导 的 次 序 , 移 项 后 ,有 


几 此 可 得 到 初 积 


2 DLL i aT 
Sw 一 一 上 = TU nn 一 二 = {6.5— 21) 


全 rw, 7 ‘Orw, 
由 陈 46.5 一 上 ) 一 (6.S-13) 可知 了 ,Ti 革 人 分 别 为 广义 速度 的 二 次 ,一 次 
与 零 次 的 齐 次 崩 数 ,- 故 有 
5 TT 3 
55 2 了 ， i = T,， i = (6.5 — 22) 


1 9 
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由 于 了 = 人 + 了 Ti + 了 ，, 工 = 了 + 了 Ti+T0 一 YY, 考虑 到 陈 46.5-22), 初 积分 式 
(6.$ 一 21) 可 表示 为 . 
2T.+ TI—-(T,+T+ TV)=ec 
即 
To— Tot+ Vee (6.5—23) 
9 见 这 夺 … 个 具有 能 量 晤 网 的 初 积 分 , 称 为 广 凡 能 景 积分 。 它 是 雅 可 比 在 研究 
相对 运动 时 得 到 的 , 故 也 称 为 雅 可 比 积分 。 当 约束 为 定常 时 ,动能 不 显 含 时 间 
t 由 式 (6.5 一 11) 一 《6,5 一 13), 可 知 全 二 T==0, 故 开 = 耳 。 此 时 广义 能 量 积 
分 式 (6.5 -23) 变 为 
T+V=T+V=e (6.5—24) 
它 描述 的 是 定常 约束 系统 的 机 械 能 守 便 { 见 4.5.5), 故 称 为 能 量 积 分 。 
如 前 所 述 , 拉 格 朗 日 方程 的 初 积分 是 一 降价 的 微分 方程 , 它 建立 了 广义 速 
度 \ 广 义 伐 标 与 时 间 上 的 关系 ,在 对 系统 进行 速度 分 析 时 初 积分 给 出 的 是 它们 的 
代数 方程 ,因此 将 分 析 的 工作 变 得 很 方便 。 


[ 例 6.5-7] 如 图 所 示 , 水 平面 上 有 一 斜面 Bi ,其 土 有 一 方块 书 ,质量 分 
别 为 m1 与 mx;。 和 斜面 Bi 的 高 度 为 睛 ,倾角 为 8。 设 初始 时 B, 存 B 的 顶点 ,两 
物 蛋 均 无 速度 。 


例 6.5 一 ?了 册 


(a) 求 当 方块 B, 离开 和 斜 夯 时 ,方块 B 与 斜面 马 的 速度 。 

(b) 如 果 和 斜面 B, 在 力 的 作用 下 以 匀速 * 向 右 运动 , 求 方块 BB 脱离 斜面 时 ， 
它 相对 斜面 的 速度 

解 :a) 如 图 建立 惯性 基 与 斜面 Bi 的 连 体 基 站 。 系 统 有 两 个 自由 度 。 
把 马 的 基点 在 上 轴 上 的 坐标 zr, 与 了 芒 相 对 BB 的 连 体 基 人 的 坐标 x 为 广义 从 
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标 。 
B, 的 绝对 速度 为 zi = BB 为 动 基 坪 的 动 点 ,该 点 的 速度 为 起 三 齐 二 
3 ,其 中 相对 速度 南 的 大 小 为 好 = 方向 河和 斜面 ,牵连 速度 可 的 大 小 为 本 
= 了 Ti: 方向 水 平 向 右 ,因此 ,B, 的 绝对 速度 为 
vv) + vi) 2vivicos =r +7x?—2r1r7co8 0 
系统 的 动能 为 


了 = 加 二 六 (证 主 2217cos 0) (1) 


2 
主动 力 为 有 势力 m18 与 mmz 呈 ,由 于 斜面 BB 作 水 平平 移 , 故 势力 m8 不 
作 功 , 它 的 势能 Vi =0。 方块 取 的 质心 C, 在 和 运动 过 程 中 ,在 垂直 方向 的 位 移 
为 Ay; 二 2 sain 8, 如果 以 成 的 初始 位 置 为 零 势 面 ,势力 和 ,8 的 势能 VV, = 
-mazgAy -系统 的 总 势能 为 
V=V+W = 一 Pagrosin (2) 
系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


LL= 了 7 了- V=3[(m, + pm) ri + My -2m 71 T7008 H+ mgrisind 
可 见 ,3Li3x,=0, 即 xi 为 循环 誉 标 。 系 统 有 相应 的 循环 积分 3L/3.7;, =0, 邯 
Cm + mm Tr! — pis CO8 d= (3) 
此 外 3Lf907 =0, 系 统 有 能 量 积分 (6.5 一 24) 
T+ V = 地 [wm 十 1 x + ma — 277 71 T2008 好 | 一 pia ET SN =c, (4) 
由 争 始 条 件 ,: =0 时 ,z=0,.x2=0,x5=0。 代入 以 上 两 式 可 得 有 积分 党 
数 ] = ,0 =0, 这 样式 43) 与 (4) 可 写 为 


《Pa 十 2 71 一 Toeps 昌 二 人 (5) 


[om tm) rt mi ri 2m ttscos 0] ~ mgrssin 0=0 (6) 
由 (5) 可 得 斜面 的 速度 与 方块 相对 速度 间 的 关系 
"Cos 由 《了 


人 1 er 加 
将 其 代 人 式 (6) ,可 得 到 方块 相对 速度 +5 与 x 的 关系 式 。 当 方块 离开 和 斜面 , 即 
TX2 二 上 sin 86 时 ,下 关系 式 为 


2 
mt msing ,,, > 
TT 一 了 

mt mo “ 


好 得 到 方块 离开 斜面 时 的 速度 为 


习 是 247 


,2gh(m+ mo) 
2 ?2 十 FaSim 有 
将 其 代 人 式 (7) ,得 到 此 时 前 斜面 速度 为 


Pi1 二 3 cos 0 有 
1 * (mt mi) (my + masin 6) 


(b) 如 果 和 斜面 BB) 在 力 的 作用 下 以 色 速 v 阿 右 运 动 ,系统 的 自由 度 为 1。 如 
图 以 相对 位 移 xz 为 广 艾 坐标 。 系 统 的 动能 为 


T= m2 (i + vw ~ 2ui 0s 0) (8) 
注意 此 式 与 式 (1 的 区 别 。 动 能 的 表达 式 (1) 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 ,而 式 (8) 


则 和 不然, 有 
Ti = 地 m2 如， 人 二 一 to8 8， T= 六 m2 (9) 
此 外 ,势能 为 六 一 pm, grosin 8。 拉 格 并 日 项 数 为 
二 = 人 一 V= 方 (mm vy + mr 2 ro08 0)+ mo gr 2sin 
可 城 93Lf91 =0, 系统 有 义 能 量 积分 (6.5 一 23), 考 感到 式 (9), 有 
Ty Tot V=3mt? -mr magrzsin =c (10) 


由 初始 条 件 , i 二 0 时 ,x ;=0,75 = 三 0。 代入 以 上 两 起 串 得 积分 常数 c= 
-m2V /2。, 这 样式 {10) 可 表示 汶 


FW ~ ma gensin d=0 (11) 

当 方 块 离开 斜面 , 即 x3 == 上 hisin 8 时 ,由 此 关系 式 可 得 到 此 时 方块 的 相对 速度 为 
于 mw 22h 
习 题 


6 一 1 们 质 村 .AB 长 i, 重 G, 沿 光滑 的 圆 弧 轨道 运动 如 图 示 ,， 设 当 OA 在 水 平 位 置 时 ,9 
=arcsin 3/5， = v 58i2, 求 此 时 轨道 对 于 AB 杆 的 约 东 力 。 

6 一 2 习 质 杆 AB 长 !, 重 局 ,用 两 根 软 强 齿 挂 如 图 示 .， 六 当 其 中 一 根 软 绳 切 断 ,AB 着 
始 运动 时 , 另 一 根 软 强 中 的 拉力 。 

fh 一 3 本 质 杆 AB 长 21, 重 ,一 端 及 用 长 1 的 软 强 C4 拉 住 ,一 - 端 B 放 在 光滑 地 而 上 
如 图 示 。 设 开始 运动 时 ,QA 在 水 平 位 曾 ,4B 与 铝 乘 线 成 8 角 ,tan 9= 314, 速度 为 密 . 米 AB 
杆 的 角 加 过 度 以 及 BB 点 的 加 速度 ， 
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题 和 -1 天 题 6- 二 图 


6-4 上 题 中 , 设 开始 运动 时 ,A 点 具有 向 下 的 速度 ,大 小 为 vy gi 求 dw 与 dp 
-5 长 .质量 为 m 的 名 质 杆 AB 与 CD 以 软 强 4C 与 BD 相连 并 在 4AB 的 中 点 用 镁 链 口 
男 定 如 图 示 。 求 当 BD 被 罚 断 的 瞬间 B 与 只 两 点 的 加 速度 。 


6-6 长 !, 重 姜 的 两 根 相同 的 对 质 杆 4B 与 CD 镜 接 后 一 端 A 用 饮 链 固定 , 革 一 端 6 
置 于 闪光 水 平 而 上 姐 图 于 ， 求 从 图 示 仔 置 无 蔬 束 地 开始 运动 时 ,水 平面 对 杆 的 约束 力 . 


题 6-6 图 


6-~7 图 中 ,AB,BC 为 长 度 相 等 ,质量 不 等 的 两 义 质 村 。 己 知 从 图 示 位 置 无 初速 地 并 
始 运 动 时 ,1 区 村 中 点 M 的 如 速度 与 加 垂 线 战 和 "和 角 , 求 两 杆 质 昌之 比 。 
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6-8 一 质量 为 mr 的 射 面 置 二 光滑 水 平面 上 ,在 和 锐 面 上 及 放 一 质量 交 六: 的 质 贺 柱 
如 图 示 。 设 圆柱 与 妊 面 间 的 摩擦 因数 为 人 , 炒 圆 柱 在 疼 面 上 作 纯 滚动 的 条 件 。 

6 一 9 上 题 中 , 设 圆 杜 与 斜面 疝 有 足够 的 摩 扎 阻 方 阻止 相对 请 动 , 求 圆柱 中 心 相 对 于 寺 
而 的 加 速度 以 及 斜面 运动 的 加 速度 : 


虎 6-8 图 题 6--10 图 


6 一 10 一 质量 为 mm! 的 单 控 , 其 支点 固定 于 一 圆 纶 的 中 心 口 , 圆 轮 则 放 在 一 粗糙 的 水 平 
面 圭 如 图 和 东 。 设 圆 轮 的 质量 为 x ,可 以 看 作 义 质 圆 稚 . 求 在 图 示 位 置 无 初速 地 开始 运动 时 
花心 的 加 速度 。 

6 一 11 计算 下 列 机 槐 在 图 示 位 置 平衡 时 主动 力 之 间 的 关系 。 .构件 的 重量 以 及 摩擦 阻力 
均 可 略 去 不 计 。 上 


题 厂 - 1181 图 题 6-11f2) 力 题 6 一 11(3}) 图 


6 一 12 重 0.1 kN 的 板 用 等 长 而 平行 的 杆 AB 和 CD 支持 如 图 示 。 设 杜 重 可 以 不 计 , 间 
在 板 上 作用 多 太 的 水 平 力 , 始 能 在 8= 30" 时 平衡 ? 

6-13 上 题 中 , 设 在 AB 杆 上 作用 ~- 力 侦 M 来 维持 平衡 , 求 此 力 偶 拭 的 太 小 。 己 知 杆 
长 0.2 m- 如 果 力 人 惨 作 用 于 概 上 , 则 结果 有 无 不 同 ? 
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题 6-12 图 起 6-13 国 


6-14 杆 AB,CD 由 较 链 C 联结 ,并 由 忱 链 A, 吃 固定 如 图 示 。 在 AB 杆 上 作用 一 铝 重 
力 王 ,在 CD 杆 上 作用 一 力 个 ,其 甜 为 W ,不 计 杆 重 , 求 支 座 刀 处 的 约束 力 。 

6- 15 三 根 相 同 的 名 质 杆 用 较 链 连接 后 ,一 端 用 较 链 固定 ,一 端 有 ~ 水 平 力 F 作用 如 
图 示 , 设 杆 重 事 。 求 平 衔 时 的 上 角 ， 


题 6--14 图 四 6-15 贺 


6 一 16 上 题 中 ,已 知 平衡 时 op= 45 ,或 及 与 攻 。 

6-17 义 质 秆 AB 重 忆 长 7 的 束 在 -光滑 的 固定 锅 直 圆 形 答 器 中 -. 圆 的 半 和 从 为 >。 求 
秆 的 平衡 位 置 ,并 讨论 其 稳定 性 。 

-18 习 压 杆 AB 重 如 ,长 0.6 品质 量 为 10 kg。8=0° 时 弹簧 无 变形 , 弹 筑 刚度 系数 上 
三 0.2 kNim ,不 计 两 小 球 的 质量 , 求 半 衡 时 的 8 角 , 并 说 明 平 黎 的 稳定 性 。 

~19 滑 块 4 在 一 光滑 斜面 下 上 将 下 如 图 示 。 如 果 圭 面 与 水 平面 间 的 摩 氛 阻 力 可 以 
忽略 不 计 , 则 当 A 下 清 的 问 时 ,斜面 将 在 水 平面 上 滑动 。 设 A 与 B 的 质量 分 别 汶 wi 与 站， 
用 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 求 斜面 运动 的 加 速度 以 及 A 在 斜面 上 疹 下 的 加 速度 。 

和 -2 芭 上 题 中 , 设 A 为 一 质量 为 m, 的 圆柱 ,并 盆 定 圆柱 与 斜面 间 有 足够 的 摩擦 阻力 阴 
引 相 对 滑动 。 用 第 二 交 拉 格 闹 日 方程 洲 和 斜面 运动 的 加 速度 以 及 图 术 中心 A 相对 于 斜面 的 加 
速度 , 

6-21 长 上 的 习 质 村 AcC 与 反 以 较 链 上 连接 ,一端 4 用 和 贸 链 固定 ,一 端 B 沼 光 清水 平 
面 运动 如 同和 示 、 开 始 时 8= 60 ,速度 为 零 ， 求 运动 到 8= 30" 时 杆 AC 的 角 加 速度 ,两 守 均 
重 局 . 
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题 6-21 图 题 6-22 图 


1 一 22 上 是 中 , 设 在 BC 杆 下 装 一 轮子 .轮子 与 杆 的 重量 相同 ,可 以 看 作 勺 质 辆 盘 ,在 水 
半 面 上 作 纯 滚动 ,其 他 条 件 后 前 , 求 AC 杆 在 8=30" 时 的 角 加 速度 。 

6-23 求 图 示 系 统 (j 与 (2) 的 振动 周期 。 己 知 重 物 的 质量 为 普 , 弹 簧 刚度 系数 为 卡 , 滑 
轮 的 质量 可 以 不 计 。 

6 一 24 习 质 圆 轮 的 质 最 为 如 ,半径 为 >, 可 在 固定 水 平面 上 无 滑动 地 滚动 、 匀 质 杆 AP 
的 质量 为 证 ,长 度 为 3r。 其 A 端 与 辊 心 用 光滑 匀 链 连接 ,如 图 所 示 。 试 用 第 类 拉 格 朗 日 
方程 建立 系统 的 运动 方程 ， 

6-25 质量 为 wx 的 名 硅 国 柱 在 三 前 抉 斜 边 上 作 纯 滚动 ,如 图 所 示 。 三 角 块 的 质量 也 为 
mm ,里 于 将 询 水 平面 上 .其 上 有 刚度 系数 为 二 的 弹簧 平行 于 封面 系 在 图 柱 体 轴 心 各 上. 设 角 
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8 二 30", 试 用 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 建立 系统 的 运动 微分 方程 ， 


题 6-25 国 右 6-26 图 


6 一 26 ”刚度 系数 为 的 水 平 弹 先 , 一 端 固定 , 咽 一 端 与 质量 为 mx 的 水 块 4 相连 , 勾 质 
直 杆 AB 的 质量 为 ,长度 为 1 其 A 端 与 滑 块 匀 接 。 修 设 各 处 座 擦 扰 略 不 计 , 试 用 第 二 类 拉 
格 朗 日 方程 写 出 系统 的 运动 微分 方程 。 

6-27 图 也 系统 中 ,长 为 2& ,质量 为 mx 的 名 上 质 杆 AB 由 刚度 系数 为 上 的 弹簧 悬挂 在 辐 
定 面 上 。 阐 簧 的 库 长 为 ,其 质量 忽略 不 计 , 系 统 在 铅 答 面 内 运动 。 试 用 第 一 类 拉 格 朗 日 方 
程 建立 系统 的 运动 微分 方程 


题 6 一 27 疝 | 
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6-28 求 图 示 系 统 [ 介 与 (2) 的 振动 局 期 。 已 知 上 A 为 匀 质 较 娄 ,质量 为 ms ,小 车 BB 的 质 
量 为 ma , 弹 和 项 刚度 系数 为 下 。 圆 盘 在 车 上 只 能 作 纯 滚动 前 轨道 的 摩 撩 力 可 以 不 计 。 


2 


(1) 02) 
题 6-28 图 


6 一 29 工 题 中 , 设 开始 运动 时 ,系统 处 于 静止 而 阐 策 有 -一 伸 长 8, 求 此 时 小 车 B 的 加 速度 。 
6 一 30 上 题 中 ,. 求 当 弹 往 回 到 原 长 时 小 车 的 速度 。 


第 7 章 刚体 系 动 力学 及 其 计算 机 


由 第 4 章 至 第 6 章 介绍 的 内 容 与 例题 可 抑 , 读 者 面临 的 动力 他 问题 不 外 乎 
分 为 两 类 。 一 类 是 刚体 与 刚体 系 动力 学 阵 时 分 析 问 题 , 另 一 类 是 刚体 与 刚体 系 
动力 学 过 程 分 析 问 题 。 

对 于 前 者 读者 可 从 矢量 动力 学 出 发 ,巧妙 地 利用 动力 学 的 二 个 基本 定理 与 
蕊 们 对 应 的 守恒 定理 。 或 者 从 分 析 力 学 的 基本 原理 出 发 ,充分 利用 达 朗 贝尔 原 
理 与 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 的 初 积分 。 

对 于 动力 学 过 程 分 析 ,其 关键 点 是 建立 系统 的 动力 学 模型 。 如 果 处 理 的 动 
力学 问题 不 涉及 理想 约束 力 ,通常 可 利用 第 5 章 提 出 的 建立 系统 动力 学 模型 的 
独立 坐标 法 ,或 者 利用 第 6 章 介 绍 的 拉 格 天 日 第 二 类 方程 。 这 两 种 方法 的 思路 
是 … 致 的 , 即 通过 运动 学 分 析 合 理 地 选取 独立 的 广义 坐标 ,建立 的 方程 均 为 这 些 
坐标 的 二 阶 沉 微分 方程 。 两 种 方法 的 差别 是 一 种 从 分 析 力 与 动量 ,动量 夭 出 发 ， 
一 种 是 从 分 析 系 统 的 荔 与 能 出 发 。 如 果 处 理 的 动力 学 问题 涉及 到 理想 约束 力 ， 
遂 常 可 利用 第 5 章 提出 的 建立 系统 动力 学 模型 的 一 般 方法 ,或 者 利用 第 6 章 介 
绍 的 拉 格 妇 日 第 一 类 方程 。 由 于 这 两 种 方法 建立 的 微分 方程 的 个 数 均 小 于 方程 
中 变量 的 个 数 , 故 需 增 加 系统 的 加 速度 约束 方程 参与 一 起 求解 。 需 要 指出 ,对 于 
复 条 的 工程 对 象 , 其 刚体 系 的 力学 模型 将 相当 复杂 。 无 论 利 用 独立 坐标 方法 或 
拉 格 庆 日 第 二 类 方程 还 是 利用 矢量 动力 学 的 一 般 方法 或 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 ， 
霹 图 用 手工 推导 系统 的 动力 学 方程 与 加 速度 约束 方程 是 - 件 非 常 繁琐 上 且 极 易 出 
错 的 工作 。 

然而 ,市 拉 格 旭 日 磁 子 的 动力 学 方程 与 加 速度 约束 方程 的 动力 学 模型 的 居 
成 共有 程式 化 与 通用 性 的 特征 。 它 可 将 系统 的 动力 学 与 静 力 学 问题 的 分 析 和 相互 
中 通 。 分 析 过 程 便于 计算 机 实现 。 因 此 这 种 数学 模型 已 广泛 应 用 于 机 械 系 统 动 
力学 . 静 访 学 的 计算 机 辅助 分 析 ， 

本 章 将 介绍 刚体 系 动力 学 , 静 力 学 的 计算 机 辅助 分 析 的 基础 。 包 括 程 式 化 
刚体 系 动力 学 模型 .动力 学 方程 的 求解 方法 ,理想 约束 力 的 计算 .刚体 系 静 平 奖 
分 析 等 内 容 。 本 章 最 后 介绍 机 械 系 统 动力 学 . 静 万 学 的 计算 机 辅助 分 析 的 过 程 。 
包 插 对 工程 对 象 的 刚体 系 力 学 模型 的 建立 ,系统 参数 的 定义 与 利用 和 分析 软件 处 
性 动力 学 问题 。 本 书 所 附 的 软件 《理论 力学 问题 求解 器 ?为 读者 提供 了 实践 的 机 
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7.1 带 拉 格 朗 日 乘 子 刚体 系 动 力学 方程 及 其 计算 方法 


7.1.1 单 刚体 动力 学 方程 


在 6.3 节 中 已 经 排 导 了 质点 系 虚 功 形式 的 动力 学 普 训 方程 .6.3 一 2)。 刚 体 
作为 一 种 特殊 的 区 点 系 , 下 面 将 由 此 陈 推 导出 单 囊 全 平面 运动 虚 功 形式 的 动力 
学 普遍 方程 。 

图 7 一 1 所 示 一 刚体 。 过 定点 O 建立 惯性 基 & ,这 刚体 质心 C 建立 连 体 基 
,刚体 的 位 形 由 甘心 C 的 矢 径 主 在 惯性 基 
上 的 坐标 阵 r 与 姿态 角 v 确定 ,即位 形 坐 标 
为 

q=r gpg) = yy wo) (7.1-1) 

团体 上 的 任意 点 P; 关于 人 〇 与 C 的 矢 径 
分 别 为 点 与 高, 由 式 (2.4 一 7 了) 刚体 上 任意 一 
点 P; 的 速度 天 量 可 表 为 


疡 = 十 x 记 (7.1-2) 


式 中 :7 为 质心 的 速度 矢量 ; 为 刚体 的 角 速 


图 了 -1] 平面 刚体 B; 位 置 


度 关 量 日 矢量 的 定义 
= 是 (7.1 ~ 3) 
这 样 已 的 真实 位 移 可 表示 为 
dr = d7 + dp(ls x Ab) (7.1 -4) 
由 此 式 可 得 到 点 P, 的 媚 位 移 与 位 形 坐 标 虚 位 移 的 关系 ， 
BF = BF + Sp(2x AaB) (7.1 -5) 


将 上 式 代 人 质点 系 虚 功 形式 的 动力 学 普遍 方程 (6.3-2) 有 
0 (7.1-6) 
考虑 到 式 (1.2- 14), 上 式 中 的 第 “项 求 和 号 下 的 表达 式 可 表 为 
(ZXB) FT EE) = 之 BF th x FE) 
回 代 到 式 (7.1- 6), 考 虑 到 力矩 的 定义 ,有 
入 (FE + FY) + Bg: (Mi + M)=0 (7.1-7) 
考虑 到 矢量 F* 与 Fe 在 运动 平面 内 ,矢量 导 : 与 了 于: 垂直 运动 平面 ,与 矢量 2 
平行 。 上 式 在 惯性 基 的 坐标 阵 为 
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Sr (FF + FPF)+8oM: + ME)Y=0 (7.1 — 8) 
将 惯性 力 的 主 条 与 相对 于 质心 C 的 主 短 的 表达 式 (6.1-13) 与 466.1-~12) 代 人 
上 式 , 得 到 刚体 平面 运动 虚 功 形式 的 动力 学 普 浪 方程 ,县 


Sri(- mr+F)+Bo(- Jo+ M.)=0 (7.1—9) 
利用 式 (7.1 一 上 , 变 分 方程 (7.1 一 9) 可 缩 并 成 更 紧凑 的 形式 , 即 
Sq '(— 7Zg9+F)=0 (7.1 — 10) 
式 中 ， 
| 7 ] Fe 
_ |" |- 0 | 天 -| | (7.1—11) 
0 J 0 0 J Me. | 
分 别称 为 增 广 质量 阵 与 增 广 主动 力 阵 , 


对 于 自由 刚体 ,位 形 坐 标的 变 分 88 相互 独立 , 式 (7.1-10) 括 导 内 的 项 应 

为 零 , 故 有 
Zq= FF: (7.1 — 12) 
或 
mr = F, Jo = NT 

即 平面 运动 刚体 动力 学 方程 。 

如 果 该 刚体 受到 约束 ,位 形 坐 慰 的 变 分 5q 相互 不 独立 ,得 不 到 微分 方程 式 
(7.1 一 12)。 令 该 刚体 受到 的 约束 可 由 :{ 之 3) 个 独立 的 约束 方程 , 即 


Tg,i:)}— 0 {7.1— 13) 
式 中 吓 =( 定 ，… 5,) 。 相 应 的 速度 与 加 速度 约 盯 方程 为 
$9 =- 0 (7.] — 14) 
Daq=7 (?.1- 15) 
式 中 ,名 , 马 这 “为 约束 方程 的 雅 可 比 ;加 巡 度 方程 的 右 项 
Y= (B09 28P.0 — DB, (7.1 ~ 16) 
对 约束 方程 (7.1 一 13) 求 等 时 变 分 ,或 直接 由 (7.1-14) 可 得 该 等 时 变 分 为 
Dig=0 (7.1— 17) 
引入 :个 行 定 的 拉 格 斋 日 滋 子 1 (=1.…,*), 构 成 列 阵 
= (Ai (7.1— 18) 
将 式 (7, 1 一 17) 两 边 转 置 ,再 将 拉 格 朗 日 莱 子 阵 4 右 溢 两 边 ,得 
Sq PA=0 7.1— 19) 


将 方程 (7.1 一 10) 与 (7.1 一 19) 相 减 ,得 
Sg (— ZI ~ BA+h)=0 (7.1 — 20) 
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如 果 拉 格 上 明日 匀 子 选择 适当 , 令 事先 午 定 的 不 独立 的 坐标 变 分 前 的 系数 为 伶 ,这 
样 可 得 到 * 个 方程 。 于 是 在 方程 (7.1- 20) 中 只 包含 独立 坐标 变 分 前 的 8=3- 
s 个 和 式 。 既 然 这 些 坐 标 变 分 是 独立 的 , 孝 么 这 些 变 分 前 的 系数 也 为 零 。 这 样 
则 由 式 47.1-20) 可 得 如 下 微分 形式 的 方程 : 


Z5 + A= (7.1 -21) 
这 就 是 带 拉 格 朗 日 乘 子 的 刚体 平面 运动 动力 学 方程 。 与 式 45.2- 10) 比 较 知 
fF" =— Bh (7.1 - 22) 


此 式 隐 合 了 拉 格 半日 弱 子 与 理想 约束 力 ( 短 ) 的 关系 。 
注意 方程 (7?.1~ 21) 的 个 数 为 3, 但 变量 中 除了 3 个 位 形 坐 标 变量 外 还 引信 
了 ;个 未 知 的 拉 格 并 日 冬 子 , 故 需 增加 ,个 约束 方程 (7.1 一 13)。 因 此 受 约束 刚 
体系 的 动力 学 模 型 为 如 下 的 微分 -代数 方程 组 ; 
Zq9+ DA = Fl| 
ou -0 | (7.1 - 23) 
3 十 s 个 方程 解 3+， 个 亚 量 方程 封闭 。 由 本 求解 此 方程 的 数值 方法 不 成 熟 , 故 
通 闪 用 加 速度 约束 方程 与 方程 (7,1 - 15) 联 立 , 即 
9+ BA- (7.1 - 24) 
Daq=7Y 
勤 合 并 成 一 个 年 阵 式 
Z PB la) ‘Fk' 
四 o) a) Ly 人 
在 利用 矢量 动力 学 的 六 法 建立 的 动力 学 方程 (5.2- 10) 求 解 系统 动力 学 问 
题 时 ,由 于 木 知 的 理想 约束 力 的 存在 , 故 需 引 入 约束 方程 。 对 于 利用 拉 格 朗 日 狠 
于 的 动力 学 方程 (7.1 一 21) 冰 解 同样 的 问题 时 ,由 于 未 知 的 拉 格 妆 日 乘 子 的 存 
在 , 弓 带 引信 约 东 方程。 可 多 两 者 在 处 理 动力 学 问题 的 方法 上 是 相通 的 。 从 表 
面 1 看 方程 (7.1 一 21) 与 (5.2~ 10) 的 差别 似乎 不 大 。 其 实 不 然 , 如 果 利 用 动力 
学 方程 (5.2 一 10) ,必须 进行 对 理想 约 来 力 进行 分 析 。 不 同 的 问题 分 析 的 过 程 与 
结果 不 同 。 而 动力 学 方程 (7.1- 21) 中 不 出 现 理 想 约束 力 , 与 该 人 有 美的 项 统一 
用 式 (7.1 一 22) 描 述 ,， 在 建立 方程 时 不 必 对 理想 约束 力 进行 分 析 , 因 此 利用 拉 格 
半日 第 一 类 方程 建立 方程 (7. 1 一 21) 比 利用 矢量 动力 学 方法 建立 动力 学 片 积 
{5.2 一 10), 蝎 具有 通 内 性 与 程式 化 。 


[ 例 7.1~1] 利用 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 建立 便 5,2 一 1 所 示 , 均 质 杆 AB 
的 动力 学 方程 。 
解 : 如 图 所 示 , 在 质心 0 建立 杆 的 连 体 基 如 ,在 O 〇 建立 惯性 基 E。 该 杆 关 于 
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质心 C 的 转动 惯量 为 六 = zl 112。 根 据 已 知 条 
件 杆 AB 在 运动 过 程 中 位 形 坐 标 之 间 有 如 下 2 
个 独立 的 约束 方程 (5 =2); 

i 1 

i 一 Ssin ey 


全 二 二 0 (1) 


De 
约束 方程 的 雅 可 比 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 分 
别 为 


1 0 ~ 地 c0s 9 
们 I Ssing | 斌 7.1 一 1 图 
Ls ws Lun oo! | 
F008 JP 一 了 sin pp | 
Y= ) ， (2) 
一 sin YP 一 F300s gop” 
引信 两 个 拉 梅 斋 日 梯子 4 = (A 4,) 。 系 统 受 到 的 主动 力 为 重力 ,由 增 广 
主动 力 阵 的 定 文 (7.1-11), 有 新 = (0 -ms 0) 根据 上 面 分 析 , 由 式 
(7.1 一 21) 果 得 动力 学 方程 


[ .. 
的 0 0 [ | 1 0 本 | 0 
| m 0 + 0 ! | | = |- mg (3) 
0 0 lg) -tog boing | 0 
[3 | oP | COP Tng 
或 由 式 (7.1 一 25) 可 得 到 封闭 的 动力 学 方程 
mm Dh 0 1 0 | 0 
0 mm 0 0 1 | 
六 z y 
0 0 5 一 方 co8 多 Fing 0 
os 
1 用 - cos 9 0 0 A i 3 OS FP 7 Sn PP 
a 了 : 
0 1 Fn 9 0 0 2 PP 2 9 
(4) 
展开 式 {3), 有 
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Bos p +A sing =0 (7) 


将 式 (5) 一 (7) 与 例 5.2 一 1 的 (1) 一 (3) 比 较 , 可 知 理想 约束 力 与 拉 格 朗 晶 乘 子 的 
关系 为 
Al 二 一 了 Na， A 二 一 下 Nao 


[ 例 7.1-2] 考虑 例 5,2-2 所 示 一 均 质 圆柱 在 斜面 上 作 无 滑动 滚动 , 建 
立 其 市 拉 格 妆 口 乘 子 的 动力 学 方程 , 且 求 拉 格 朗 日 乘 子 的 表达 式 。 

解 : 建立 如 图 所 示 在 O 处 惯性 基站 ,在 圆柱 质心 
C 建立 连 体 基 如 ,初始 时 与 口 重 台 。 该 圆柱 关于 
质心 C 的 转动 惯量 为 J = mr /2。 考 虑 到 圆柱 在 斜 
面 上 作 无 滑动 滚动 ,有 如 下 两 个 独立 的 约束 方程 (s 
=2): 


o-|" ?|-。 (1) 
和 
约束 方程 的 雅 可 比 和 矩阵 与 加 速度 约束 方程 的 右 项 分 别 为 
] 0 一 上 
号 = 一 
, | | 1 医 0 (2) 


引 人 两 个 拉 格 朗 日 腾 子 4==(4!，4,)'。 需 要 注意 的 是 圆柱 无 滑动 滚动 相 

当 于 贺 柱 与 斜 面 间 为 齿轮 与 齿 条 的 约 东 ,理想 约束 力 垂直 于 齿 面 的 法 线 ( 参 见 图 

4-13), 故 可 分 解 为 图 示 的 天。 与 玉 ,这 两 个 力 均 不 作 功 。 故 圆柱 受到 的 主动 力 

只 有 重力 ,由 增 广 主动 力 阵 的 定义 (7.1- 11), 如 图 所 示 , 有 各 = (mgsin 8 
mgcos 日 0) 。 根 据 上 面 分 析 , 由 式 (7.1-21) 可 得 动力 学 方程 

[sm 0 0 


"1 0 —r 0 0 
0 1 0 0 0 
展开 式 (4), 有 


0 0 I | 1] 0 a mpsin 在 
1 | + 0 1 1 = |mgecos ¢ (3) 
0 0 下 | -ro | 
或 由 式 (7.1 一 25) 可 得 到 封闭 的 动力 学 方程 
( .. 
=m 0 0 ln | mpgsin 有 | 
om 0 9 
， 中 mgcos 8 | 
mi 和 
0 0 5- -rr 019|= 0 (4) 
| | 0 / 
Az . 0 
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mr 十 AI 一 mesing {5) 
my 十 = mpgeos # (6) 
wry 一 Ar 一 刀 (7) 
zx-rp=0 (8) 
y= 人 0 (9) 
由 式 (6) 与 (9), 可 解 得 4,。 由 式 (5),(7) 与 (8), 可 解 得 41, 即 
A = (mgcos 0)/3, A, = mpecos 8 (10) 


将 式 (5) 一 (7) 与 便 5.2--2 的 式 (5) 一 (比较, 可知 理 想 约束 力 与 拉 格 朗 日 乘 子 
的 关系 为 1 = 让, is = Fs。 由 式 (10) 可 得 理想 约束 力 为 

Fi = (mgecos 8)/3, F、 = mgoos § 
与 例 $.2- 2 的 第 二 种 情况 得 到 的 结果 一 致 。 


7,1,2 刚体 系 动 力学 方程 


对 于 有 NN 个 刚体 构成 的 刚体 系 的 动力 党 方程 ,同样 可 以 由 质点 系 虚 切 形 式 
的 动力 学 普 过 方程 (6.3 一 2 推导 得 到 。 
考虑 系统 中 的 刚体 Bti=1,…,N), 由 式 (7.1 一 10) 可 知 ,该 刚体 上 所 受 的 
主动 力 与 惯性 力作 的 虚 功 为 
9 (7.1 -26) 
需要 指出 的 是 这 里 的 增 广 主动 力 阵 应 该 计 及 刚体 与 刚体 立 间 相互 作用 力 所 作 的 
虚 功 。 那 么 刚体 系 平面 运动 的 应 功 形式 的 动力 学 普遍 方程 为 


> dg Z9, + 和) = (7.1 -27) 
由 式 (7.1 一 1), 定 义 刚 体系 的 位 形 坐 标 阵 
q= (gr gg =r mm PT Te yn pr) 
(7.1 - 28) 
它 是 3N 阶 列 阵 , 即 n =3N。 这 样 由 式 !7.1 一 27) 可 得 到 更 紧 凌 的 形式 , 即 
Sq'(—- 24+)=0 (7.1 ~ 29) 
式 中 
| 0 眉 人 ;| 
0 ZZ, 0 | ，, jr 
Z=|. ， ‘P= (7.1 — 30) 
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分 别称 为 刚体 系 的 首 广 质量 阵 与 增 广 主动 力 阵 ,前 者 为 N XN 阶 分 块 阵 ,后 者 
为 N XxX1 阶 分 块 阵 , 式 中 的 元 素 为 各 刚体 的 增 广 奈 量 阵 与 增 广 主 动力 阵 (7,1~ 
11}, 需 如 上 相应 刚体 的 下 标 。 故 增 广 质 量 阵 为 nn 阶 方 阵 , 增 广 力 隆 为 n 阶 列 
阵 。 

如 果 刚 体系 为 白 由 的 , 邵 刚 体 的 自由 度数 为 z ,那么 刚体 系 位 形 坐 标的 变 分 
相互 独立 , 故 式 47.1-29) 中 求 和 号 下 的 每 一 项 的 括号 均 应 为 霍 。 由 此 可 得 到 系 
统 微分 形式 的 动力 学 方程 , 即 

Zaq=F (7.1 — 31) 

然而 ,对 十 受 约 束 的 刚体 系 ,其 自由 度数 小 于 3N , 故 刚体 系 位 形 学 标的 变 
分 相互 不 独立 ,得 不 到 十 述 形 式 的 方程 。 如 果 系 统 的 约束 方程 有 ; 个 独立 的 约 
束 方 程 , 即 


Bgqg,t:)=0 (7.1 - 32) 
起 中 , 别 = (而 史 ，… 下 六。 相应 的 速度 与 加 速度 约束 方程 为 
和 0 -- (7.1 -33) 
By (7.1 ~ 34)} 
式 中 ,号 委 “为 约束 方程 的 雅 叮 比 ; 加 速度 方程 的 右 项 
Y=- (D9) 28m.9— B, (7.1 - 35) 
对 约 上 方程 (7.1 一 32) 求 等 时 变 分 ,或 直接 由 式 (7.1 -33) 可 得 该 等 时 变 分 
为 
Dg=0 (7.1 — 36) 
引 人 ,个 待定 的 拉 格 朗 日 污 隆 4,(7 =1,…,*) ,构成 列 阵 
A a A (7.1 ~ 37) 
将 式 47.1 一 36) 两 边 转 置 ,再 将 拉 格 朗 日 乘 了 阵 4 右 乘 两 边 ,得 
687 BA=0 {7,1 — 38) 
将 方程 (7.1 一 31) 与 (7.1 一 38) 相 减 ,得 
8g (— Zg — BA+h)=0 (7.1 -39) 


如 果 拉 格 妆 日 乘 子 选择 适当 , 令 事 先 指 定 的 木 独立 舱 坐 标 变 分 前 的 系数 为 零 ,这 
祥 可 得 到 ,个 方程 。 于 是 在 上 方 称 (7.1- 39) 中 只 和 包含 独立 坐标 变 分 前 的 全 个 和 
式 。 娃 然 这 些 坐 标 变 分 是 独立 的 ,那么 这 些 变 分 前 的 系数 岂 为 零 。 这 样 由 式 
(7.1 一 39) 可 得 如 下 微分 形式 的 方程 : 
Z4 + A = FF (7.1 ~ 40) 
这 就 是 带 拉 格 朗 口 弱 子 的 刚体 系 平面 运动 动力 学 方程 。 
注意 方 得 (7.1- 40)? 的 个 数 为 x ,但 变量 中 除了 个 坐标 变量 外 还 引信， 
个 林 知 的 接 格 朗 日 乘 子 , 故 瑚 增加 ; 个 约束 方程 {7. 1 一 32)。 央 此 受 约束 刚体 系 
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的 动力 学 模型 为 如 下 的 微分 - 代数 方程 组 : 
Z9 + B= 
Dlg,:) = 0 j 
n+ 个 方 各 解 n+ s 个 变量 廊 涅 封闭 。 出 寸 求解 此 方程 的 数值 方法 不 成 熟 , 故 
通常 用 加 速度 约束 方程 与 方程 47.1 一 和) 联 立 , 即 
Za + BA=F| 


(7.1 — 41) 


oz -y (7.1 一 42) 
台 台 并 成 一 个 矩阵 式 
oD | i 站 
2 HE | (7.1 - 43) 


[ 例 7.1-3] 建立 例 5.2- 3 所 示 系 统 的 带 拉 格 朗 曲 滋 了 刚体 系 动力 学 方 
程 。 

解 : 按 例 5.2 ~ 3a 图 所 示人 建立 惯性 基 . 斜 向 连 体 基 下 与 阁 柱 连 体 共产 。 
刚体 系 的 位 形 举 标 为 

qg = (gl gg) (1) 

起 中 ,gg) 二 x， 1 g1)， 好 > tT G7) 

由 例 5.2 -3 的 式 i10),{12) 与 (13) ,系统 的 约束 方程 有 4 个 (5 =4), 可 表示 
为 


JW 


Db - (2) 


(12 一 工 | JCOS 六 1 十 {ys 一 jsin Pp] 一 rl _ Pp1) 
| { 7， XT1 sin 1 一 (ya 一 yj rcos | 一 一 上 


考虑 到 式 ( 了 0) ,由 例 5.2 一 3 的 式 (14),{16) 与 (17), 该 约束 方程 的 雅 可 比 矩 阵 为 


' 0 0 ] 0 0) 0 
| 0 l 0 0 0 J 

P= | . ， (3) 
| eos pp 一 中 的 | — 4 COS | Sn 各 —r 


(sing cosgp rig 一 的 ) sinw -eosg 0 
引信 拉 格 搂 日 乘 子 阵 4 = 13， 4。 A X44)!。 类 似 例 7.1 一 2 对 痢 柱 与 射 
面 癌 相 世人 必用 力 的 分 析 , 这 些 约束 方 均 为 理想 约束 力 。 贺 梓 与 斜面 受到 的 主动 
休 从 有 重力 ,由 增 广 二 动力 阵 的 定义 式 (7.1~30) 与 (7.1 一 11), 有 名 = (0 
-mg 0) 与 (0 一 pg 0) 。 根据 上 而 分 析 , 由 式 (7.1 一 40) 可 得 动 
力学 方程 为 
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m 0 0 0 0 0 2 
0 mm 0 0 0 0 了 
00 0 0 0 1 
0 0 0 m 0 0 ,| 
0 0 0 0 mm; 0 yy 
0 0 0 0 0 mar 2 
0 0 -cos pi 一 SI pi? 0 
0 1 ~ sin I cos 9) 罗 一 mg 
1 一 上 ro 一 的) lA 四 0 
0 0 ens op sin qi ” 0 
0 0 sn gl 一 CO8 gl A ~ M28| 
lo00 -rr 0 0 | 
经 展开 有 
Mr 一 A3co8 PI — Assin gl = 0 (4) 
Diy + A AsSin pi + Ascos 1 = ~ mg (5) 
Jigpl tA At + Aarlgs — wp =0 (6) 
mari + Aacos fr + Assin pt = 0 (7) 
mays + Assin 太一 A4co8 pr =— mag (8) 
ar, 一 Ar 二 0 (9) 


考虑 到 式 (2) 的 第 一 式 2; = 日 将 式 (4) 一 (9) 等 6 个 方程 与 例 3$.2 一 3 的 式 (4)~ 
《9) 比 较 ,可知 乘 子 与 理想 约束 力 的 关系 为 


A1 =- MI, As = Fn, A3= Fe, As =— Fy (10 ) 
请 读者 考虑 ,约束 方程 的 雅 可 比 是 否 可 以 根据 例 5.2-3 的 式 (14),(18) 与 
(19) 构 成 , 即 用 下 式 代 蔚 式 {3) 
h 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 / 
—cop 0 0 eoseg sin gi —r ] 


~sing 0 0 sng -eos og 0 
正如 上 节 分 析 , 与 矢量 动力 学 处 理 动力 学 问题 的 一 般 方 法 相 比 , 受 约束 刚体 
系 带 拉 格 朗 日 屠 子 的 动力 学 模型 对 解决 复杂 刚体 系 动力 学 问题 更 具有 通用 性 与 
程 却 化 的 特征 , 故 适 用 于 计算 机 辅助 分 析 。 利 用 动力 学 方程 (7.1-43) 解 决 动力 
学 问题 的 关键 是 定义 刚 栖 系 的 动力 学 模型 。 构 成 该 模型 有 三 个 要 素 , 即 (1) 系 统 
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的 惯量 特性 ,表现 在 增 广 质 量 阵 Z , 它 是 由 各 刚体 增 广 质量 阵 Z, 按 式 (7.1- 
30) 组 集 而 成 。 利用 4.2 节 的 概念 很 容易 解决 :(2) 系统 的 约束 ,表现 在 约束 方 
程 的 雅 可 比 名 , 沁 加 连 度 约束 方程 的 右 项 yY。 有 关 约 京 问 题 程式 化 的 描述 已 在 
第 3 章 话 细 介 绍 ,可 以 用 接 引 用 混 些 结果 ;43) 作用 于 系统 的 增 广 主动 方 阵 庆 
它 是 由 各 刚体 增 广 主动 力 阵 后 按 式 (7.1-30) 组 集 而 成 。 在 考虑 各 岗 体 增 广 
主动 力 阵 所 时 ,对 于 刚体 系 应 注意 不 要 遗 尘 刚 体 问 作 功 的 相 瑟 作用 力 对 其 贡 
献 。 下 全 将 作 详 细 的 讨论 . 


7.1.3 系统 的 外 力 与 力 元 


图 7-2 为 一 控 土 机 的 挝 意图 ,作为 刚体 系 的 力学 模型 ,有 3 个 刚体 ,刚体 
Bi 与 信和 B 与 B, 有 铵 相连 、 系 统 各 刚体 o 
受到 的 外 力 为 重力 。 图 中 在 O, 与 0, 同和 
O; 与 0, 间 有 两 个 油 压 作 动 简 , 它 们 提供 推 
(或 拉 ) 刀 使 BB 与 态 和 马上 与 坊 权 对 运动 。 
如 果 不 计 作 动 简 的 质量 ,上 述 的 推 (或 拉 ) 力 
是 系统 中 刚体 问 的 内 方 。 同 样 在 0; 与 0， 
间 线 弹簧 力也 是 作用 于 刚体 也 与 BB 内 力 。 
这 些 内 力 在 刚体 的 运动 的 过 程 中 将 作 功 。 志 轩 7 2 挖 土 机 示意 几 
将 这 些 内 力 称 为 力 元 。 在 工程 中 这 种 力 万 还 有 阻尼 峰 、 所 动机 等 。 显 然 力 元 还 
包括 刚体 连接 铵 间 的 非 理 想 约 束 力 , 如 铵 间 的 摩 氛 等 。 

对 十 刚体 系 中 某 刚 体 ,主动 力 如 应 包括 与 该 刚体 相关 的 外 力 和 力 元 的 贡 
献 。 下 面 分 别 讨论 几 种 常见 的 外 力 与 力 元 对 主动 力 各 贡献 的 统一 表达 式 。 

1. 主动 力 { 倘 ) 

设 在 刚体 B, 的 点 严 上 作用 于 一 主动 力 尺 , 它 在 连 体 基 上 的 坐标 阵 为 
F =(F Fe) 。 点 已 在 连 体 基 上 的 矢 径 为 关 , 它 在 连 体 基 上 的 坐标 阵 为 
Pr 一 try*) 。 该 力 对 刚体 质心 的 人 第 AM = 新 x 天 -Me 由 式 (1.4 一 7)， 
模 ME 的 表达 式 为 ， 

Mr = Cp FF (1p PF =— yp + rp’ 
这 样 ,主动 力 所 对 动力 学 方程 (7.1 -43) 的 如 贡献 为 
Fr 人 (7.1 一 44) 

对 于 重力 ,通常 给 出 的 是 重力 加 速度 矢量 & 在 惯 性 基 的 坐标 体 = 
Cg， 8.) ,重力 对 质心 无 矩 , 同 上 面 的 分 析 ,重力 对 动力 学 方程 (7.1- 43) 中 各 
的 贡献 为 
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站 = gr 0 (= 1,2,.,N) (7.1— 45) 

若 在 刚体 B， 上 作用 于 一 主动 力 偶 , 记 为 MM= NE。 该 主动 力矩 对 动力 学 方 
程 (7.1 一 43) 的 所 贡献 为 

F*={0 0 MM)! (7.1 — 46) 

2. 线 弹 赞 阻尼 器 与 线 驱 动力 作用 器 

图 7-2 所 示 的 油 压 作 动 简 为 线 驱 动力 作用 器 的 工程 例子 。 此 外 线 弹 赞 阻 
尼 划 在 工程 中 也 大 量 合 用 ,这 些 力 元 的 共 
同 点 是 它们 施加 的 力 始 终 洛 力 元 作用 点 的 
连 线 , 故 在 命名 上 冠 以 * 线 ”。 

今 某 线 弹 赞 阻尼 髓 与 驱动 力作 用 器 的 
作用 点 卫 与 上 分 别 在 刚体 B。 与 如， 上 ( 山 
图 7-3)。 它 们 在 各 自 刚 体 上 的 位 置 由 各 
自 刚体 质心 出 发 的 矢 径 训 与 基 确定 。 两 
刚体 质心 的 矢 径 分 别 为 产 与 5。 定 义 笑 


量 4= EE, 由 图 7- 3 所 示 的 矢 量 间 的 关 图 7-3 力 元 运动 学 
系 ,可 得 到 如 下 的 在 惯性 基 下 的 坐标 式 ， 
d= 于 (7.1 一 47) 


将 上 式 对 时 间 求 时 ,考虑 到 式 {1.4-11) ,得 到 作用 点 P 相对 于 五 的 相对 速度 在 
惯性 基 上 的 学 标 式 
mp = rr, + Ap gp, + rs — TA'p'ty, [7.1 — 48) 
令 浆 体 Be 作用 于 B. 与 刚体 BB 作用 于 有, 弹 繁 阴 尼 力 与 二 动力 的 合力 分 别 
为 
F° = Fadlad, Fs =~ Fdld (7.1 — 49) 
式 中 :d 为 矢量 a 的 模 , 下 为 该 合力 的 模 , 如 果 弹 簧 为 线性 弹簧 ,阻尼 为 线性 粘性 
阻尼 , 则 模 据 它们 的 定 久 ,有 
F=-—-k(d —- do) -cdivid + Fla (7.1— 50) 
式 中 :eto 为 弹 自 的 原 长 ;& 与 分 则 为 线性 阐 敌 阻尼 器 刚度 系数 与 线性 阻尼 系 
数 ;F” 为 Bs 作用 于 BB 的 驱动 力作 用 器 施加 力 的 值 。 类 杞 二 主动 力 的 分 析 , 对 
照 式 (7.1 一 44), 该 力 元 对 动力 学 方程 (7. 1 一 43) 的 所 的 贡献 各 有 两 项 ,它们 分 
别 为 


jr = (a (4p?) a) (7 了 .1 — 51) 


by = (diAp$)T ad) (7.1 -52) 
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式 中 ,d 为 矢量 在 惯性 基 上 的 坐标 阵 。 

3. 卷 乱 阻 尼 器 与 旋转 驱动 力作 用 器 

卷 移 阻 尼 器 是 工程 上 常见 的 力 元 ,电动 机 是 旋转 驱动 力作 用 器 的 工程 背景 。 
这 两 种 力 元 通常 与 转动 锐 联 系 在 一 起 。 对 于 非 
理想 的 转动 入 可 理解 为 理想 约束 的 转动 铵 与 相 
美的 旋转 力 元 的 组 人 台 。 对 于 平面 运动 的 刚体 系 ， 
旋转 饮 的 旋转 轴 焉 直 于 运动 平面 ,转轴 的 单位 矢 
量 均 为 z。 令 该 旋转 匀 关 联 的 刚体 为 B 与 B,。 
B, 相对 B; 的 转角 由 恩 结 在 两 刚体 上 的 单位 撩 
量 ; 与 让 的 来 角 8 描述 ( 见 图 7- 4)。 而 这 商 个 
单位 矢量 在 各 自 刚体 于 的 方位 用 8, 与 8, 表示， 
它们 为 给 定 的 常数 。 故 

0 二 Ppt 一 招 (7.1 一 53) 图 7-4 相对 转动 角 的 定义 
B, 由 对 Bs 的 角速度 为 


wa = Pa — Pp (7.1 — 54) 
令 刚 体 B 作用 于 B, 与 刚体 BB 作用 于 Bs 弹 扯 阻尼 力矩 与 驰 动 力矩 的 合力 矩 分 
别 为 
M = Mi:, M,=- ME 
其 模 为 
MT = MM -kA(O— 0)- coa = MY" -~ k(mp, — pa + £7) 一 Com 
(7.1 - 55) 
式 中 : 抽 为 初始 相对 转角 ; = 6 一 9 一 损 ; 上 与 c 分 别 为 弹簧 阻尼 器 的 刚度 系 
数 与 阻尼 系数 ;AM 为 Bs 作用 于 B, 旋转 驱动 力作 用 器 的 力矩 值 。 类 似 于 主动 
力 短 的 分 析 , 对 照 式 (7.1 4 特 ) ,该 力 元 对 动力 学 方程 (7.1 -43) 的 打 的 贡献 各 
有 两 项 ,它们 分 别 为 
Fi=+(0 0 MI (7,1 — 56) 
式 中 : 当 7 = a 时 取 正 ; 当 i = 有 时 取 负 。 


[ 例 7.1-4] 考虑 图 示 一 复 控 ,质量 为 Hi ,相对 于 质心 C 的 转动 惯量 为 
J1。 奈 心 CC 到 铵 〇 的 让 离 为 !。 在 匀 O 上 有 一 卷 簧 ,刚度 系数 为 吉 , 当 择 杆 处 于 
右 侧 水 平 位 置 时 , 卷 竹 无 弹簧 力 答 。 试 建立 该 复 欣 的 动力 学 方程 。 

解 ; 首先 建立 如 图 所 示 的 惯性 基 让 ,在 届 的 质心 C 处 建立 违 体 基 刀 。 摆 的 
位 形 坐 标 为 gi=(x sy gi)!o 

饺 O 的 约束 方程 为 
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1 
fr 一 cos wl 


P= =0 (1} 2 
[vy — Esin Bi 
民 的 雅 叮 比 短 阵 与 加 速度 约束 方程 的 石 项 分 别 为 
1} 0 zsin ci | fos gi] ,, 
ee 
0 1 -icos gl SINn I 


(2) 
独立 交 约 束 方 程 的 个 数 ;=2, 拉 格 朗 日 弱 子 有 ?2 
个 , 邻 A4 一 (A 42)'， 
由 图 示 , 系统 受 到 的 外 访 为 重力 ,重力 加 速度 大 例 7.1 一 4 阁 
量 z 住 惯 性 基 下 的 坐标 阵 为 g 二 (g 0) ,由 式 (7.1 一 45), 它 对 增 广 主动 力 阵 
的 贡献 为 


Fi=m{(g 0 0) (3 ) 
对 于 着 药力 元 ,其 关联 的 刚体 为 惯性 基 与 拔 , 令 ae = 1,8 = 0 (惯性 基 )。 定 
六 如 二 于， 引 二 工 , 右 轴 = ,二 0, 由 已 知 条 件 , 卷 赞 无 弹 和 扯 轧 条 时 , 摆 与 惯性 
基 的 相对 初 色 转 角 = zj2, 帮 8 = 一 各 = 一 nf2 。 由 式 (7.1 一 53) 与 {7,1 一 55)， 

有 BM = 一 上 (gi 一 可 2) 。 故 由 式 (7.1- 36) ,该 力 元 对 增 广 主动 力 阵 的 贡献 为 
了 = (0 0 -keg — nl2)) (4) 
这 样 增 广 主动 力 阵 = 后 + 钴 , 考 虑 到 式 (2). 册 式 (7,1- 40) 可 得 如 下 复 

摆 带 拉 格 前 日 乘 子 的 动力 学 方程 ; 


‘m1 0 0 | ' 1 0 、 | 六 于 
0 m Ol ylr, 0 1 -| 0 |。 
U 0 pls) Lisin PP 一 ceos gi) (klg, -xj2)) 
由 式 (7,1 一 43) 构 成 封闭 的 动力 学 方程 的 形式 , 即 

m 0 0 1 0 | mag | 

I0 pr 0 0 ] | 0 

0 0 JJ pi ~ Leos pg |g | -REp -nf2), 

1 0 tSINn I 0 0 A — {gicos gi 

\0 1 一 zeos Ol 0 0 [A] 一 lp sin PI 1) 


7.1.4 计算 方法 


由 以 上 推 革 ,已 经 得 到 刚体 系 通 用 的 动 访 学 模型 (7.1 一 43), 妈 
Zz Big| | 


下 


一 7. -57 
da LY ( | 
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当 该 方程 的 初始 条 件 给 定 , 即 当 上 = 与 时， 


q(t) = 90900) = go (7.1— 38) 
求解 位 形 尝 标 阵 g(t) 与 (2)(j 挝 1 所 to0y) 的 问题 称 为 动力 学 仿真 计算 。 下 面 
将 要 讨论 动力 学 仿 只 的 计算 方法 。 


各 要 捐 出 的 是 动力 党 模型 式 (7.1 一 57) 的 不 是 典型 的 党 微分 方程 组 , 故 动 力 
学 仿真 计算 不 是 一 般 的 常 微分 方程 组 初 值 语 题 ( 见 附录 2.3)。 为 此 定义 变量 阵 


， , 
| 9 | 。 or (了 .1 -~ 59) 
天 2 A1 
将 方程 (7,1 一 57) 改 写 为 
AxT 一 四 (7.1 一 的 ) 
式 中 ， 
Z Bl) Fl 
种 二 sa | ER (7.1 — 61) 
DP 0 ¥ 


通常 4 为 位 形 坐 标 阵 4 函数 ,为 位 形 掌 标 媳 9 .速度 阵 9 与 时 间 : 的 函数 。 在 
某 有 瞬时 ! ,如 果 g(t) 与 g(t) 为 已 知 ,由 代数 方程 (7. 1 一 60) 可 解 得 


xX 一 XI(t), 区 了 一 A 一 Xatt) {7.1] — 62) 
岩 邻 一 新 的 变量 阵 
) 
er og 
2 ) 好 
由 式 (7.1 一 $59), 可 得 到 如 下 的 常 微分 方程 组 
六 『 1 
由 1 | 


y= = 7.1 一 64 
? 国 国人 | 


电 式 (7.1 一 $8) 与 (7,1 -63) ,该 方程 的 初 值 为 
It) = fo, y(t0) = qo 

综 上 所 述 ,经 过 上 述 变 换 , 动 力学 仿真 计算 归结 为 对 典型 的 常 微分 方程 组 
(7.] 一 64) 的 初 秆 问题 ， 

由 附录 B.3 知 , 在 对 上 述 初 值 疝 题 进行 数值 积分 的 过 程 中 , 需 用 到 方程 
《7.1 一 64) 石 函数 的 值 。--- 般 的 初 秆 问题 右 函 数 的 计算 比较 简单 。 而 这 里 的 方 
程 (7.1-~ 64) 之 右 盟 数 中 的 xi (1 ) 值 不 能 直接 得 到 , 需 通 过 解 代 数 方程 (7.1 - 
60) 得 到 式 (7.1- 所 2)。 此 时 拉 格 朗 日 乘 子 的 值 也 同时 得 到 。 由 此 可 知 , 在 解 上 
述 的 初 值 问题 时 ,除了 应 用 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 积分 外 ,还 将 用 到 求解 线 
性 代数 方 各 组 的 数值 方法 { 见 附录 BB.1)。 

将 数值 积分 方法 选用 欧 拉 方 法 , 见 附录 B.3 可 知 , 欧 拉 方 法 是 一 种 单 步 法 ， 
对 于 常 微分 方程 
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y= fly,t) 
通过 化 导数 为 差 商 可 得 如 下 递 排 的 计算 公式 
yy =y +h/(y,t) (7.1 ~ 65) 
式 中 ,hh 为 积分 的 时 间 步 长 .上 式 给 出 了 已 和 扼 第 让步 和 tf ) 的 积分 值 y ,计算 
第 it1 步 (1 =f 二 志 二 下) 的 积分 值 xy ”的 算式 。 根 据 此 式 与 式 (7.1 一 64) 可 
得 到 仿真 计算 的 递 礁 式 , 即 
fy y+ hys 
加 区 入 十 机 
下 面具 体 说 明 以 式 (7.1- 656) 进行 仿 真 计算 的 步 又 : 
(1) 将 时 间 区 间 [t， zo J 柳 散 ,以 步 长 有 分 为 若干 时 间 点 ,tt 
大 其 中 加 = 让 十 站。 
(2) 计数 咽 i = 人 0， yt) = gn, yt )= qo, 
(3) 对 于 时 间 f， 
(a) 根据 式 (7.1 一 61) 计 算 站 [人 [yo 
(by 利用 高 斯 消 元 法 解 代数 方程 ,得 ri = x(1), xz; = Ya) 
(ce) 利用 式 (7.1 一 66) 得 yy (7 of) 
(dd) 输出 国人 ft) 本 了 re) 
(4) 计数 器 i= 二 1 判断 41° < 之 4" + 岂 , 如 果 是 则 返回 (3) 否 则 计算 结束 。 
上 述 过 程 多 算 一 个 步 长 是 因为 在 (314) 中 输出 的 是 x， = af ) 而 不 是 这、 
= zt1" '), 即 得 到 的 是 前 一 步 : = 的 拉 格 朗 上 日 乘 子 的 值 。 


(7.1 — 66) 
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侍 队 体系 动力 党 分 析 中 ,已 类 外 力求 系统 各 运动 学 量 称 之 为 动力 学 正 问题 ， 
反之 称 为 动力 掌 道 问题 。 逆 动力 学 分 析 在 机 械 系统 动力 学 与 控制 中 占有 很 重要 
的 地 位 ,如 对 于 操作 机 械 臂 , 逆 动 力学 分 析 的 任务 就 是 确定 产生 一 定 运动 效果 的 
了 蝶 动 力 ( 和 矩 )。 然 而 ,对 于 一 般 受 控 芍 刚体 系 ,通常 只 有 部 分 连接 贸 运动 规律 为 已 
若 , 系 统 的 仿真 问题 成 为 已 知 外 力 与 部 分 贸 受 控 的 情况 下 ,研究 系统 的 运动 规律 
当 豫 动 匀 控 制 力 (着 )。 这 类 问题 称 为 动力 学 正 逆 混 合 问题 。 

相 刚 体系 的 动力 学 模型 中 , 铵 的 力 控制 表现 为 力 元 ,时 间 历 程 的 控制 表现 为 
驱动 约束 。 驰 动 匀 作 为 一 种 约束 它 减少 了 系统 的 自由 度 , 故 为 理想 约束 力 ( 和 个)， 
它 与 拉 格 裔 日 乘 于 有 关 。 因 此 无 论 是 动力 学 的 道 问题 还 是 正 逆 港 合 问题 ,只 要 
求 得 拉 格 半日 梯子 , 即 可 解 得 铵 的 理想 约束 力 ( 利 ), 包 括 实 更 铵 驱动 规律 的 力 
〈 算 y。 本 节 将 导出 理想 约束 力 与 拉 格 妆 日 滋 子 之 癌 的 一 般 关 系 式 。 
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一 一 


7.2.1 动力 党 逆 问 题 
动力 学 逆 问 题 足 这 样 -种 特殊 情况 , 即 系 统 的 主 约 束 方 程 加 上 驱动 约束 方 
程 的 个 数 与 系统 的 位 撒 坐 标 数 相等 ,自由 度数 为 零 ， 系 统 的 位 置 ,速度 与 加 速度 
可 通过 运动 学 分 析 完 全 确定 , 即 系 统 的 位 形 坐 标 ,速度 4 与 亏 速 度 4 均 为 已 
知 , 将 它们 代入 动力 学 方程 (7.1 一 26) ,有 
由 = 一 十 站 (7.2—1) 
这 是 个 以 拉 格 朗 日 乘 子 和 为 变量 的 线性 代数 方程 组 。 解 出 和 ,利用 下 节 将 要 
推导 的 拉 格 朗 日 乘 子 4 与 理想 约束 力 的 关系 , 即 可 得 到 系统 的 约束 反 力 ( 扼 ) 二 
驱 台 贸 控 制 癌 ( 矩 ) 的 值 。 


[ 例 7.2~1] 对 于 例 7.1-4 的 复 所 ,如 果 此 所 匀 O 上 的 旋转 弹簧 改 为 ， 
驱动 匀 。 其 他 参数 相同 ,求解 在 如 下 虹 动 规律 下 的 


A 


PD = p -sinnt = 0 
解 ; 将 摆 的 卡 约束 方程 例 7.1 一 4 中 式 (1), 加 
上 了 台 动 约束 ,系统 的 约束 方程 为 


一 oOS gl 
中 = ly -isinw |=0 (1) 
Pl — Sn nr 
显然 , 约 来 方程 的 个 数 与 坐标 数 均 为 3, 系统 的 自由 例 7.2 一 1 图 
嵌 数 为 零 . 约束 广 程 的 雅 可 比 为 
1 0 {Si w) 
D0 1 -ieosw, (2) 
0 0 1 
由 式 47.1-26) 可 得 复 摆 带 拟 格 衣 日 乘 子 的 动力 学 方程 为 
mi OD 0 ) 工 | | 0 0 | mig | 
0 pi 0 | 41 | 十 0 1 0) A2 i = 0 (3) 
II0 0 Jo vtsngp —icce ps 1 DO 
方程 (3 可 变换 战 如 下 拉 格 六 日 琵 子 的 代数 方程 
i 1] 0 ?| Im 0 0][r) mp) 
人 ] Ol a= -0 mm 4llal+|0 | (3 ) 
sin gg, -icos 人 11 | 0 llw) 0 | 


山 约束 方程 (1) 及 其 速度 与 加 速度 约 东 方程 可 解 得 各 睁 时 的 复 氛 的 位 形 坐 标 . 速 
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度 与 加 速度 , 故 代 人 上 上 式 品 解 出 拉 格 朗 日 乘 子 在 各 瞬时 的 值 。 
由 于 本 例 比较 简单 ,由 约束 方程 (1) 可 得 如 下 的 加 速度 约束 方程 ; 


1 0 zsin pl 1 f(z — lpioos gp 
0 1 -Teos py | = | Ipisin pi 
0 0 ] 1 nsin xt 
由 此 解 出 gq ,代入 动力 学 方程 (3 ) ,可 解 出 拉 格 郎 日 习 子 的 表达 式 , 即 
A mg + mlpicos gi + mi sin wsin nt 
As| 一 migpisin pi — mlr eos gisin xt (4) 
43 一 migcos pi — mT + mlsin pi)sin rt 


7.2.2 理想 约束 力 与 拉 格 朗 日 乘 子 的 关系 


考虑 刚体 系 中 的 刚体 B, 人 = 1,2, ,NT) ,过 定点 口 建立 惯性 基 上 ,过 质心 
C, 建立 连 体 基 言 , 质 心 C, 关于 的 矢 径 为 
站 o。 有 相对 于 半 的 方向 余 营 阵 为 4' 。 考 虑 镀 
及 ,其 在 刚体 B, 上 的 贸 点 为 P;。 和 贸 点 PP 
关于 名 和 的 矢 径 分 判 为 六 与 太 { 见 图 
?一 3)。 这 些 和 拓 生 有 如 下 类 系 : 

天 二 站 十 所 一 FT 二 Ag (7.2 -2) 
对 时 间 求 导 , 点 及 速度 坐标 阵 的 表达 式 为 

rr 一 了， 十 了 和 四 pp (7.2 ~ 3) 

在 匀 点 P, 上 建立 固 结 于 刚体 的 按 坐标 图 75 切断 铵 约束 反 力 
系 吉 ,此 基 与 连 体 基 &' 的 方向 余 疲 阵 为 常 值 阵 , 记 为 C*,， 由 式 (2.2 一 3) 知 , 基 
如 与 名 的 位 形 坐 标 阵 分 别 为 


qi = pp) = +O)" (7.2—4) 
趟 中 ,8 为 常数 ， 位 形 速 度 阵 分 别 为 
qi = (nr, ,= gg) (7.2— 5) 
考虑 到 式 (7.2~-3), 由 上 式 可 得 到 两 速度 阵 的 关系 为 
yg; 一 Kg (7.2— 6) 


式 中 ， 


I -iA'p’” 
K. = | (7.2 -7) 
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由 式 (7.2-6), 可 得 到 两 位 形 坐 标 变 分 之 间 的 关系 为 
Bg, = K'3g (7.2— 8) 
如 果 将 吾 , 贸 切 断 ,从 动力 学 等 效 的 角度 ,刚体 B, 上 与 其 邻接 刚体 上 和 需 引 入 
理想 约束 力 ( 矩 ) 作 为 外 为 ( 插 ) ,将 作用 在 刚体 B, 上 的 约束 力 的 主 和 撩 记 为 启 ,的 
束 力 的 主 矩 记 为 卫 ( 见 图 7-5)。 和 将 它们 表 为 增 广 外 力 的 形式 , 即 


二 


Fo=(F M) (7.2 - 9) 
称 为 切断 绞 已 增 广 力 。 它 在 接 坐标 系 共 与 惯性 基 的 坐标 阵 分 别 为 

站 MACFAO MT (7.2-10) 

在 此 增 广 力 的 作用 下 ,刚体 及 的 动力 学 性 态 不 变 , 即 动力 学 方程 (7.1- 40) 依 然 
成 立 。 

如 果 系 统 有 镁 有 个 ,每 个 铵 的 约束 方程 为 ss 天 二 1,2,…, 有 ) ,系统 的 约束 方 

程 为 ;= st。 现 将 系统 约束 方程 (7.1 ~ 32) 政 为 以 各 匀 点 的 约束 方程 分 类 排 
列 , 即 


b= oT (7.2—11) 
式 中 ,元 素 EW “”。 这 样 ,该 约束 方程 的 雅 可 比 中， 表示 为 块 矩 阵 形式 ,有 
出 ， DB 
三 :。 2 
B= ' 和 (7.2— 12) 
| 
式 中 ,元 素 
B= E (7.2 - 13) 


再 将 ;个 拉 格 郎 日 乘 子 阵 刘 扎 5 信 ( 天 =1,2,…, 凡 ) 对 应 式 (7.2 一 11) 分 块 厘 
列 , 即 
A = (ADT 2 MYT (7.2 — 14) 
考虑 到 式 (7.2 一 11} 一 (7,2 一 14), 民 开 系 统 动力 学 方程 (7. 1 一 26) 有 
Z4 + > DA = BA + Pti = 11,2, N) (7.2— 15) 


方程 (7.2 - 15) 是 刚体 B, 的 动力 学 方程 ,方程 中 的 2X* 相当 于 切断 匀 的 匀 
点 忆 的 增 广 约 束 力 向 连 体 基点 C 简化 的 主 矢 与 主 矩 的 增 广 力 。 故 增 广 力 
- 点 入 关于 基点 C 所 作 的 虚 功 等 于 切断 贸 忆 ,的 增 广 力 六 在 匀 点 P, 所 作 的 认 
功 , 即 有 
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rh 
将 式 (7.2 一 8) 代 入 上 式 有 
3 = — dg KO 
比较 队 边 ,有 旦 考 碟 到 式 (7.2 一 7) 与 {7.2 一 13), 有 
了 = 一 (及 后) 和 = (7.2 — 16) 

青 将 此 式 与 (7.2 一 10) 的 第 式 纪 较 , 得 到 切断 锐 的 约束 力 的 主 矢 与 主 矩 在 该 较 
基 系 上 的 坐标 阵 , 好 

FF， =- (BDAC) (i=1,2.N:k = 1,2,.,h) (7.2— 17) 

M* = (Ap ~- BN (=1,2,, Nik = 1,2,",h) (7.2— 18) 


[ 鲍 7.2-2] 计算 例 7.2-~1 中 冬 口 的 约 晶 力 与 驱动 方 定 。 

解 : 按 图 所 示 , 连 体 基 全 关于 惯性 基 的 方向 余弦 
阵 为 

1 四 FI — Hn gi 
S11 FI COS 的 | | 

在 控 杆 的 狗 口上 建 谋 镑 坐标 系 部 与 连 体 基 平 行 ( 几 
图 ), 上 故 C9 为 单位 阵 : 贸 口 在 连 体 基 的 坐标 阵 为 pg 
=( 一 : 0) 。 由 约束 方程 的 雅 可 比 , 即 例 7.2- 1 中 
式 {(2) ,可 得 


0 

0 | 二 = | -icos pl 

0 0) t 

将 上 述 各 表达 式 代 入 式 (7.2 一 17) 与 (7.2 一 18), 经 整理 ,再 将 拉 格 朗 和 日 飞 子 的 表 
达 式 例 7.2 一 1 中 式 (4) 代 入 ,得 到 作用 在 搜 杆 上 的 理想 约束 力 与 卫 动 力 从 分 别 


isin P| 


俩 7.2-2 图 


$= 


为 
A 3 . 
FO _ A | -pugl + 的 加 | (1) 
Fi,) A mecos PI 十 min sin TY 
Af =— A; 三 migecos wi + (J + mi x sin C1 Sin nt (2) 
[ 例 7.2-3] 计算 例 7.1-3 各 约束 的 理想 约束 力 与 拉 格 朗 日 弱 子 的 关 


解 : 按 例 5.2-3 图 a 所 示 娃 立 惯性 基 上 .和 斜 库 连 体 基 人 与 圆柱 连 体 其 人。 
团体 系 的 位 形 举 标 为 
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9={(g gq) (1) 

式 中 :gg =(x) 遇 p1) ; qd {rs ys 2) 
系统 的 约束 有 两 个 (二 2), 一 个 是 斜面 与 地 面 的 约束 , 记 为 百 ; 。 约 束 方 程 
的 个 数 为 9 =2; 男 一 个 为 圆柱 与 娃 曾 的 无 潜 动 深 动 的 约束 (齿轮 与 具 条 约束 )， 


记 为 妃 : 。 约 束 方 程 的 个 数 为 ,=2; 杠 据 式 (7.2- 11) 的 定义 ,由 例 7.1- 3 中 


式 (2) ,系统 的 约束 方程 为 
而 CB!! -| ) 一 作 (2) 
去 中 
BD! 二 站 加 0 BD - I 1 jco8 G1 + (ys 一 JSin 的 1 一 r( gp 一 gp1) 
1 | | (za 一 A] } Si 名 | 一 (ya Yl J cos 如 1 一 ”一 


(3) 
对 应 于 两 约 虚 的 定义 ,系统 的 拉 格 朗 日 于 子 阵 为 和 = (4m" 15, 其 中 
A a a) A = A (4) 
由 式 人 (1) 与 (3) 的 排列 , 按 式 (7.2 一 12) 的 定义 ,由 例 7.1- 3 中式 (3) ,约束 方程 的 
雅 可 人 比 串 分别 表示 为 


0 0 0 0 0 
9 — 1 0 0 3) 
0 一 Sn 六) 一 | 加 _ [esp stm oI 一 了 | 
一 Sn ¥) DS Pr rig — 的) 1 LSin PI -oe gl 0 
(0) 
块 书 虑 和 斜 而 谓 块 .由 丁 式 (3), 由 图 1 所 东 可 
基 冬 面 连 体 基 6 相对 二 惯性 基 的 方向 余 蚊 阵 为 
A cos pl 一 Sin 9 ‘cos 有 一 Sin 0 | 
lsin PI COS pl (sin # COS 9 
(7) 


斜面 斜 而 滑 块 上 涉及 两 个 约束 时 | 与 日,。 

首先 考虑 约束  。 该 余 的 铵 点 为 A, 它 的 矢 
径 为 oj ,在 该 饺 点 上 建立 较 基 四 如 图 | 所 示 。 
在 连 体 荐 E 上 的 坐标 阵 p'! 与 边 基 直 相对 于 到 
的 方向 余弦 阵 Ci 分 别 为 出 7.2-3 图 1 


加 
1 


Sirl 8 ， 、 1 
交 CI -~ | 0 # Sn 0 (8) 
CS | 一 SR eos 了 | 


其 中 /为 点 0 到 点 A 的 距离 ， 考 虑 到 式 (4), (5),(7) (8), 由 式 (7.2 一 17) 
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tu 


“1 0 0 leo — sing cs sinO|| A 101 
下 = = | (9) 
人 lising cos 用 [一 sn 上 cos 上 [As .A 
,1 0050 -1 ‘eos 日 一 Sin 昌 | 加 吕 _ [1 | A . 
AT ， 一 i _ A 
U ll L 0 sin 站 cos BI leos# 0 A 
‘0; 


由 图 1 所 未 下 1 一 (0 一 下 WII 一 MI 与 以 上 两 式 比 较 , 有 
As 二 了 NA 三 一 (11) 
此 结果 与 例 7.1 一 3 中 式 (10) 的 一 致 ， 
天 考虑 约束 日 ;该 较 的 久 点 为 丫 , 它 的 矢 径 为 站, 在 孩 贸 点 上 建 六 匀 感 启 
处 图 1 所 示 。 考 虑 到 例 5.2 -3 中 式 (3) ,5 在 连 体 基 训 本 的 党 标 阵 pg 与 较 基 
E21 相对 于 于 的 方向 余 丫 阵 C? 分 别 为 


rp) 0 ,12 
p 加 ， 一 4 -二 1 ed 
2 0 
考 虚 到 (47,(6),(7) 与 (12}, 由 式 (7.2 一 17) 与 {7,2 一 18), 有 
2 | — sin 0 | [eos FI 一 Sn ?| 0 | "| 
: 一 一 
— sin8 cos OH) LS gp cos pis 0 | 2 EA 
M2 = Ls cosg —singllo -1 (Cos 区 一 Sin gl| 2 | 
[一 Sn 站 cos 上 | OF [sn 的 | COs v1 | 一 | 
1 
ee | 0 


人 
(Fi， .比较 以 上 两 式 , 丰 


4 = Fh, hy = (13) "~ 
We 
基 2 相对 于 民 性 基 的 方向 余 强 阵 为 
WS mm; -3 ;| 
和 名 3 in 9 | (14) 
SIN py COS GP)) 
图 柱 上 只 涉及 约束 日 ,该 镑 的 较 点 为 号 , 它 
的 天 答 为 £6 ,在 沪 绞 点 上 建立 较 基 上 如 册 2 所 未 ， 六 入 连 休 基 6” 上 的 坐标 阵 


Pp; 与 锐 基 奋 相对 于 6 的 方向 余 束 阵 C2 分 别 为 
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, | Sint ga — 区 
Pi eos( gs ~ 1) sin(g2 — p1) cos( gs — pi) 
[7 oos( ga 一 oj (— sint ga 一 P11) cos( gs — @1)) 


着 虑 到 (4),(6),(14) 与 (15), 由 式 (7.2 一 17) 与 (7.2 一 18), 有 


“ -~ 


Cost 2 一 qi) sint gp 一 | (15) 


F2 = (oos 6 sin 8| | cos ge — sin 病 
| sing 一 cos 上 Sn 93 COS 的 3 
1 cosfoa — pl) we i [as 
[— sin( gy 一 的 ) cos(@: 一 后 2 As 
NM = (es "0) 0 —1! cos pa 一 sin ”| 
(sind ~-eosBL 0 1sin os COS 人: 


| 1- 

sw -| 和 

该 锭 无 理想 约 柬 力矩。 由 图 2 所 示 王 =(- 下 。 -下 .iT。 比 较 访 上 两 式 , 有 
43 = FF Ms =— F,, (16) 

式 《13) 与 (16) 印 证 了 作用 于 邻接 出 体 . 较 理想 约束 力 大 小 相等 ,方向 相反 此 

结果 也 与 例 7.14-3 了 3 中式 (10) 的 一 笋 。 


根据 邻接 刚体 上 铵 理想 约束 力 大 小 相等 ,方向 相反 的 原理 。 对 于 系统 中 的 
每 个 刚体 不 需要 对 所 有 匀 都 求 约束 力 ( 矩 ) 与 拉 格 斋 日 乘 子 的 关系 ,这 样 会 产生 
重复 计算 ， 对 于 每 个 匀 只 要 找到 其 邻接 刚体 , 选 到 其 中 之 - ,根据 此 饺 对 应 的 拉 
格 关 日 乘 子 可 计算 得 到 此 贸 在 该 刚体 于 理想 约束 力 ! 所 )， 全 于 此 镶 在 另 -刚体 
工 理 想 约束 力 ( 矩 ) ,根据 大 小 相等 ,方向 相反 的 原理 即 可 得 到 。 如 上 例 中 ,对 于 
贸 及 ; ,其 邻接 刚体 为 Bi 与 了 ,根据 乘 子 和- (4， 14.), 只 要 选 B 或 B 计算 
理想 约束 力 ( 矩 ; 即 可 . 


7.3 刚体 系 静 平衡 分 析 


工程 中 存在 着 大 量 静 平衡 分 析 的 问题 。 它 包括 毅 平 衡 位 形 的 确定 与 平衡 状 
态 的 主动 力 与 理想 约束 力 的 关系 ， 对 于 静 平 衡 位 形 的 确定 在 工程 中 有 重要 意 
半 。 如 在 汽车 设计 中 , 当 各 部 件 { 包 括 各 弹性 与 阻尼 器 件 ) 人 确定, 将 它们 安装 起 来 
后 ,其 整 车 的 位 形 是 一 项 很 各 要 的 数据 。 此 时 整 车 处 在 - -个 静 平 衡 状态 。 此 外 
在 讨论 … 个 动力 学 系统 的 性 态 时 ,通常 也 首先 讨论 系统 的 平衡 位 置 ,通过 在 该 位 
前 的 摄 动 ,得 到 系统 的 扰动 方程 来 计 论 该 平衡 位 置 的 稳定 性 。 

确定 刚体 系 静 平 衡 复 形 的 方法 右 包 种 ,可 直接 由 动力 学 方程 出 发 ,也 可 利用 
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势能 极 小 原理 { 见 6.1.3)。 本 人 节 主 要 介绍 前 一 种 方法 。 
当 系 统 处 于 静 平 衡 时 ,系统 位 形 坐 标 阵 g 的 一 阶 与 二 阶 导 数 恒 为 堆 , 即 4 = 
9 二 0。 代 大 动 力学 方程 (7.1 一 40) 有 
BA= FF (7.3- |) 
此 方程 称 为 静 平 衡 方程 。 式 {7.3 一 1) 在 形式 上 羽 平 是 动力 学 道 问 题 式 (7.2 一 1) 
的 特殊 情况 ,然而 两 者 有 本 质 的 差异 。 在 式 {7.3 一 1) 中 ,方程 的 系数 和 矩阵 便 . 与 
石 项 六 隐 合 变量 位 形 华 标 g ,而 它们 是 未 知 的 。 上 故 静 平 奖 方 程 是 变量 g 与 和 
的 非 续 性 代数 方程 组 。 由 式 (7.1 一 28) 与 (7. 1 一 37) 的 定义 ,gq 与 和 4 分 别 为 
7 与 阶 列 阵 。 因 方程 (7,1 一 40) 的 个 数 为 n , 故 还 需 与 如 下 ; 个 约束 方程 一 起 
lq) = 人 0 {7,3—2) 
与 通常 的 完整 约束 方程 (7.1 一 近 ) 比 较 , 对 于 静 力 分 析 癌 题 约 束 方程 定 为 定常 
的 。 方 程 (7.3 一 1) 与 (7.3~2) 是 封闭 的 非 线 性 代数 方程 组 ,对 于 复杂 问题 ,理论 
上 可 利用 千 顿 - 拉 费 森 方 法 进行 数 昔 迁 代 求解 。 然 而 ,由 于 4 的 选 代 初 值 很 难 佑 
计 , 所 楼 利用 方程 (7.3 一 1 与 (7.3-2) 是 不 可 行 的 。 为 此 , 需 对 方程 (7.3 一 1) 进 
行 变 换 ， 
由 于 系统 的 自由 度数 为 6= 一,, 在 3.2 节 已 经 介绍 位 形 坐 标 g 可 分 为 独 
六 变量 阵 w 与 非 独 立 变量 阵 & ,分 别 为 68 与 s 阶 列 阵 。 约 束 方 程 的 雅 可 比 为 
B= (PB, DD,) (7.3 -3) 
由 于 约束 方程 组 是 相 所 独立 的 ,矩阵 面 , 的 秩 为 ;, 面 , 是 满 秩 的 xs 阶 方 阵 ， 
画 ,， 尼 :x8 阶 短 阵 。 令 


FF FT (7.3—4) 
式 中 :后世 当 ;让 EGR"! 将 式 (7.3 一 3) 代 入 (7.3--1), 郑 虑 到 上 式 , 有 
Bh = 入 (7.3— 5) 
B= (7.3 一 日 ) 
考虑 到 呈 , 是 满 秩 的 s 阶 方 阵 ,考虑 到 式 (1.1- 27) ,由 式 (7.3- 3 可 得 
A= (8B (7.3—7) 
将 其 代入 式 (7.3~ 6), 有 
H.-F =0 (7.3 ~ 8) 
式 中 
H = 0D, ER 7.3—9) 


为 影响 系数 。 方 程 (7.3 一 8) 为 以 位 形 坐 标 9 为 变量 的 5 个 代数 方程 ,此 方程 与 
式 (7.3 一 1 等 价 ,但 消去 了 拉 格 朗 日 乘 子 。 这 样 方程 (7.3 - 9) 与 约束 方程 
(7,3 一 2) 构 成 了 无 拉 格 朗 目 羔 子 的 个 封闭 的 非 线 性 代数 方程 组 。 
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式 (7.3 一 7) 给 出 了 拉 格 朗 日 乘 子 的 表达 式 ,利用 7.2.2 的 公式 可 得 到 静 平 
黎 的 状态 下 锐 的 理想 约束 力 。 


【 例 7,3-1j 讨 沦 例 7.1-~4 单 押 的 静 半 衡 位 置 , 试 求 在 该 平衡 位 置 的 理 
想 约 束 力 。 
解 : 将 9=9=0 代 人 动力 学 方程 [ 例 7.1-4 之 中 式 (S$) ] ,得 到 静 平 衡 方程 
1 0 | | Hg 
0 l | 一 
isin DPI 一 cos op — k(tp — ni2) 
取 pi 为 独立 坐标 ,即位 形 坐 标 g 分 解 为 中 = Pi = (x yi) ,w= (0) 将 
约束 方程 的 雅 可 比 别 ,[ 例 7.1 一 4 中 式 (2)] 进 行 分 解 , 有 


(1) 


D, = | 小 中 - | ‘sin 9 | (2) 
0 1 一 cos wil 
代入 式 (7.3 一 2, 得 到 影响 函数 
HB0 -| (3) 
tics pli) 
由 汇 47.3 一 4) ,天 平衡 方程 (1) 的 右 项 分 解 为 
FF = (mg 0) 了 二 -Co - 2) (4) 
将 式 (3) 与 (4) 代 人 式 (7.3 一 8) 得 到 消去 拉 格 度 日 乘 子 的 平衡 方程 
— mgleos pr + klwp) — rl2) = 0 (5) 


此 式 的 物理 意义 是 明确 的 , 即 重力 对 较 0) 的 矩 与 旋转 弹簧 力矩 平衡 ， 由 于 系统 
只 有 一 个 自由 庆 故 直接 由 此 式 可 解 出 静 平衡 位 置 角 op。 
此 外 ,将 式 (2) 与 (4) 代 人 式 (7.3-7) 可 得 处 于 静 平 衡 时 的 拉 格 裔 日 弱 子 为 
1 fg 
| ， 
A 0 
再 类 似 与 例 7.2-2{ 注 意 此 例 中 无 旋转 弹簧 , 有 驱动 ) 的 讨论 ,可 得 到 类 似 
例 7.2-2 之 式 (1), 即 
(FD Nn 的 | 
| | ns 
Fi, A:] 


mg = me 
LD .sin 9| 


| 一 CS 出 
一 sin 1 COS PI 
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由 于 搁 格 明日 第 一 类 方 秩 的 通用 性 与 程式 化 的 特征 ,加 上 这 类 方程 可 用 于 
复杂 系统 的 静 力学 分 析 ( 见 7.3 节 ), 故 已 成 为 复杂 系统 动 ( 静 ) 力 学 计算 机 辅助 
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分 析 的 理论 基础 。 
由 于 动力 学 计算 机 辅助 分 析 归 结 为 对 动 方 学 模型 


PH 042 


进行 数值 积分 ,可 以 由 计算 机 自动 完成 { 见 7.1.4 节 )。 所 以 在 对 复杂 机 械 系 统 
进行 动力 学 正 问题 . 送 问 题 ,正道 混合 问题 与 静 力 学 问题 的 计算 机 辅助 分 析 时 ， 
主要 工作 是 根据 工程 实际 问题 的 物理 模型 与 所 要 求解 决 问题 的 目的 定义 该 系统 
等 效 的 刚体 系 动 { 静 ) 力 学 模型 ， 

由 于 机 械 系 统 动 { 静 ) 力 学 分 析 与 运动 学 分 析 的 目的 不 同 ,数学 模型 也 焉 局， 
因此 对 刚体 系 动 ( 静 ) 力 学 模型 与 刚体 系 运动 学 模型 { 见 3.5 和 节 ) 的 定义 会 有 不 
同 。 机 械 系 统 刚体 系 动 {( 静 } 力 学 模型 应 该 包括 刚体 、 铵 ,是 力 与 力 元 四 个 要 穴 的 
定义 。 下面 分 别 进行 介绍 ， 

1. 刚体 

为 了 减 小 数学 模型 (7.4- 1) 的 求解 规模 ,如 同 运动 学 模型 定义 一 样 ,对 机 械 
系统 中 那些 质量 出 较 小 .对 其 位 形 不 关心 的 构件 不 作 刚体 定 叉 ,而 以 接 处 理 ， 然 
后 对 每 个 刚体 进行 标号 。 与 运动 学 模型 不 同 ,刚体 连 体 基 基 点 必须 定义 在 刚体 
的 质心 , 连 体 基 基 矢量 以 取 刚 体 的 惯量 主轴 为 性 ,这 样 每 个 刚体 的 增 广 质量 阵 
Z; 将 为 对 角 阵 。 

2， 徐 

如 同 运动 党 模型 对 贸 的 定义 。 合理 定义 组 合 较 将 会 减 小 数学 模型 的 求解 规 
模 !{ 殉 第 3 章 )。 

3 外力 

外 力 通 常 包括 重力 ,集中 力 、 分 布 力 力 偶 等 。 根 据 7.1.3 节 的 介绍 ,这些 力 
敬 应 给 出 作用 刚体 的 标号 .这些 方 的 作用 的 方向 (通常 给 出 它们 在 连 体 基 上 的 坐 
标 阵 ) ,作用 点 的 位 置 矢量 在 连 体 基 的 坐标 {对 于 力 偶 , 此 参数 并 不 - 定 给 出 ) 等 
对 于 分 布 力 需 给 出 分 布 集 度 。 

4， 力 元 

根据 7.1.3 节 的 介绍 , 力 元 包括 线 ( 卷 ) 阐 知 阳 尼 器 李 怠 动力 作用 器 首先 
给 出 为 死相 关联 的 两 刚体 的 下 标 ,对 于 线 弹 簧 阻尼 器 与 驱动 力作 用 器 , 需 给 出 作 
用 点 的 位 置 失 径 在 各 自 连 体 基 的 坐标 阵 ,刚度 与 阻尼 系数 . 弹 筑 的 原 长 .驱动 作 
用 力 等 。 对 于 卷 阐 簧 阻尼 器 与 驱动 力作 用 器 , 需 给 出 两 刚体 相对 转动 定 售 单位 
天 量 的 转角 、 刚 度 与 阻尼 系数 ,旋转 弹 先 无 力矩 状态 时 的 徊 始 相 对 转角 .驱动 作 
用 力 第 等 。 

直面 通过 几 个 算 例 说明 上 述 刚 体系 模型 定义 的 方法 与 仿真 计算 的 过 程 ， 


[ 例 7.4-1] 峰 1 所 示 -二 刚体 系统 ,Bi 与 为 消 块 ,BB 与 B 为 均 质 
杆 ,分别 绕 bi, 与 HB 的 质心 C 与 C, 摆动 。Bs 为 机 座 。 滑 块 Bi 与 BB 的 质量 分 
别 为 kg 与 10 kg, 绕 质心 的 转动 惯量 分 别 为 10 kg*m 与 20 kg'm。 均 质 杆 
Bo 与 B, 的 杆 长 为 2 mm. 质量 为 1 kg 与 绕 质 心 的 转动 惯量 为 1 kg:m，P 与 本 
和 机 与 了 李 间 分 别 有 两 个 线 并 赞 挂 在 各 自 的 质心 。 弹 簧 剖 度 系数 与 原 长 分 别 为 
100 Nim 与 1 m。 试 分 析 系 统 在 如 图 所 示 的 初始 位 形 下 开始 的 运动 与 约束 力 。 


例 7.4-1 图 1 


解 ; 如 图 建立 惯性 基 与 连 体 基 。 将 已 知 的 刚体 参数 列 于 表 1。 

系统 中 如 两 个 旋转 较 {Bi 与 防 的 与 及 与 马 的 态 ;)。 两 个 滑 移 匀 (B 
与 Bs 的 万 :与 到 与 Bi 的 万 )，BHBs 关于 惯性 基 的 3 个 绝对 约束 (万 ,~ 日 )。 贸 
的 参数 如 表 2 所 们 。 

外 力 只 有 里 力 。 参数 为 重力 加 速度 在 惯性 基 上 的 坐标 阵 , 杂 表 3 所 列 。 

力 元 为 两 线 弹 赞 .定义 B 与 Bs 疝 的 为 方志 1,B 与 坊间 的 为 力 元 2。 如 
条 线 暗 移 均 挂 在 刚体 的 硕 心 与 惯性 基 的 原点 上 ,它们 的 参数 如 表 4 所 列 。 

至 此 图 示 系 统 的 力学 模型 定义 完毕 ， 

在 止 式 仿 真 计 算 前 还 需 给 出 刚体 的 初始 位 形 与 初始 爱 度 ”如 果 系 统 的 初始 
位 缘 如 图 所 下 ,Bi 与 B 和 BR 与 B 的 间距 均 为 1 m。 各 刚体 初始 为 静止 。 这 些 
参数 刚 于 表 1 中 。 


例 7 了 .4 一 1 表 1 刚体 的 参数 


i 1 
一 | 一 


2 
3 


4 
3 
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例 7.4-1 表 2 贸 的 参数 


例 7.4-1 表 3 重力 加 速度 参数 


例 7.4-~-1 表 4 弹 箭 参数 


Ei 
0 . 
| 。 


0.000 | §s 0.000 | 100 ， 0.8) 


将 上 述 参 数 输 人 《理论 力学 问题 求解 器 并 见 附 录 C)。 软 件 首先 进行 自由 度 
分 析 ,得 到 回答 为 4。 然 后 将 初始 条 件 和 输入 ,计算 机 按 数 学 模型 进行 仿真 计算 。 
用 户 可 通过 后 处 理 以 数 表 或 曲线 的 形式 观察 系统 各 空 量 的 时 间 响 应 ,也 可 以 动 
画 的 形式 观察 整个 系统 的 运动 情况 ， 图 2 与 图 3 为 滑 块 2 的 位 移 与 速度 的 时 间 
历程 。 图 4 与 图 5 为 匀 2 对 滑 块 2 的 约束 几 的 时 间 历 程 。 


移 /m 

ja lm 

加 吕 
Bj, 速度 闸 ,s-1 

二 过 

hy 


2 3 4 
时 间 人 时 间 js 


Lm 


例 了 .4 一 1 疼 2 阅 7.4 一 1 峰 久 
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8 一 4 
各 
6 2 一 
二 
后 4 人 一 8 
= > 
这 ?2 Ey 
4 要 一 16 
_6& C18 
_g —20 
上 } 2 3 0 1 2 3 4 5 
时 间 /s 和 时间/s 
和 例 7.4 一 1 图 4 例 7.4 一 1 图 5 


[ 例 7.4-2] 平面 七 连 杆 机 档 如 图 1 所 示 , 它 由 8 个 刚体 组 成 ,7 根 均 质 
杆 件 的 编号 依次 为 B 一 B ,将 机 座 定义 为 也。 秆 件 了 一下 长 均 为 1.4 m, 质 量 
均 为 2 kg, 弹 质心 的 转动 惯 曙 均 为 0.1 kg*m 。 杆 件 了 ,BE 与 启 的 长 度 分 别 为 
1 m2 m 与 0.4 m, 质 量 分 别 为 1 kg,3 kg 与 1 kg, 绕 质心 的 转动 惯量 分 别 为 6.1 
kg*m ,0.45 kg 与 1 kg*n?。 如 图 建立 惯性 基 。 支 座 五 的 坐标 为 x=2 m， 
y=2m 区 座 页 的 坐标 为 7 =3.2 m,y=0 m 构件 和 机 架 间 均 以 旋转 锭 相 
连 。 在 刚体 霹 上 有 - 驴 动 电机 ,驱动 力矩 为 常数 M = 15 Nm。 在 匀 吕 , 与 
Hs 之 间 连 接 有 一 线 弹 簧 ,其 刚度 系数 为 志 二 100 Nim, 原 长 为 d=0.5 m。 

初始 时 刻 系统 静 上 上 , 杆 B 如 图 所 示 处 于 垂直 位 置 。 分 析 系 统 的 适 动 与 受 力 
情况。 


例 ? 了 .4-2 疝 1 


解 : 在 各 杆 件 的 质心 如 图 建立 连 体 基 计 (为 了 简洁 ,图 中 只 给 出 产 的 工 
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同 )。 根 据 机 构 的 几何 尺寸 ,计算 各 杆 件 的 初始 位 置 与 初始 姿态 ,与 刚体 的 惯量 
参数 一 起 作 为 刚体 参数 列 于 表 1。 定 义 各 贸 的 标号 如 图 所 示 。 由 已 知 条 件 可 得 
到 锭 的 参数 列 于 表 2。 外 力矩 参数 与 线 弹 筑 参 数 分 别 列 于 表 3 表 4。 

例 7.4-2 表 1 刚体 参数 
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将 以 上 参数 辖 入 4 理论 力学 问题 求解 太 3( 见 附录 C)。 软 件 首 先进 行 白 由 度 
分 析 , 得 到 回答 为 1。 然后 将 初始 条 件 输入 , 即 户 的 姿态 和 gj =zi2, 角 速度 名， 
=0。 讨 算 机 按 数学 模型 进行 仿真 计算 。 用 户 可 通过 后 姓 香 以 数 表 或 曲线 的 形 
式 观 去 系 统 各 亚 量 的 时 间 啊 应 ,也 可 以 动画 的 形式 观察 整个 系统 的 运动 情况 . 
2 所 示 的 是 构件 B; 的 角速度 曲线 ,图 3 所 示 的 是 镁 再 点 作用 在 了 构件 上 
方向 的 约束 力 曲 线 ， 


25 800 r 
E 
性 
5 名 0 
2 15 王 
E20 
名 10 | 
0 
吉 5 入 一 200 
0 六 一 400 | 
LO 履 .9 1.0 1.5 2 好 性 0D,5 10 1.5 从 
有 时间 起 时 间 js 
例 7.4--2 图 ?2 例 了 4-2 图 3 


[ 例 7.4 一 3] 图 示 为 一 汽车 的 示意 图 ,Bi 为 汽车 的 底盘 ,已 为 车 身 。 阐 簧 
&i 与 有 3 为 车 轮 的 模型 ,它们 的 原 长 均 为 0.6 m, 刚 度 系 数 分 别 为 4 000 Nim 与 
8 000 Nfm。 其 中 有 与 上 为 底盘 与 车 身 间 的 减 振 弹 筑 。 它 们 的 原 长 分 别 0.5 
m 与 0.6 吓 ,刚度 分 别 为 2 000 Nim 与 1 000 Nim。8B 与 访 质量 分 其 为 50 kg 
与 10 kg, 绕 质心 的 转动 惯量 均 为 10 kg*m 。 


例 7.4-2 图 ] 


系统 初始 的 几何 尺寸 如 图 所 示 。 求 平衡 位 形 。 
解 : 在 各 杆 件 的 质心 如 图 建立 连 体 基 站 ( 为 了 简洁 ,图 中 只 给 出 这 的 正 
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回 ): 根据 机 构 的 几何 尺寸 ,计算 两 刚体 的 初始 位 置 与 初始 姿态 ,与 漠 体 的 惯量 
参数 -起 作为 刚体 参数 询 于 表 1。 定 义 各 锐 的 标号 她 图 所 示 。 由 已 知 条 性 可 得 
到 贸 的 参数 列 于 表 2. 线 弹 以 参数 分 别 列 于 表 2。 

例 7.4-3 表 1 刚体 参数 


将 以 上 参数 输入 4 理论 力学 问题 求解 器 》{ 见 附录 C)。 软 件 首先 进行 自由 度 
分 析 ,得 到 回答 为 6。 然后 将 初始 条 件 输入 , 即 Bi 与 B 的 初始 位 形 。 计 算 机 按 
数学 模型 进行 仿真 计算 。 得 到 系统 平衡 位 形 如 图 2 所 示 。 用 户 可 通过 点 击 屏幕 
上 各 刚体 ,可 得 到 它们 的 位 形 华 标 , 现 列 十 表 3。 
例 7.4-3 表 3 平衡 位 置 数 据 
刚体 B， 


二 7 了 74 一 2 图 2 
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习题 


7~1 题 阁 中 的 摆 杆 是 奈 量 为 mr 的 均 质 杆 , 杆 长 为 24. 换 杆 的 锐 DO 上 有 一 绝对 驱动 芍 
东 , 驱 动 规律 为 pg = 8 一 ot, 试 写 出 形 如 式 (7.1 一 43) 的 动力 学 方程 ,二 解 出 拉 格 并 日 节 子 。 

7-2 对 于 题 图 的 机 构 , 均 质 杆 长 为 2 !, 上 质量 为 rw, 杆 上 有 一 绝对 驱动 约束 ,驱动 规律 为 
91 = 有 + wt 。 这 和 写 出 形 如 式 (7.1- 4 和 5) 的 动力 学 方程 , 旦 解 出 近 格 朗 日 乘 子 。 


题 7?- 1 图 是 7 了 -2 图 题 了 -3 图 


7-3 对 于 题 3-11 图 中 的 机 构 , 为 了 进行 动力 学 分 析 , 把 孔 的 连 体 基 移 到 摆 的 质心 
处 ,如 本 题 图 所 示 。 滑 块 与 摆 的 质量 分 别 为 mi 与 mm , 绕 质 心 的 转动 惯量 分 别 为 1 与] ,所 


长 为 2! 。 定 义 滑 块 水 平方 向 的 绝对 驱动 约束 为 xz， -  - 方 ar? = 0 与 摆 相 对 滑 块 的 驱动 约 


东 为 gs 一 pi 一 上 8 一 ot = 10。 试 号 出 形 如 式 (7.1-43) 的 动力 学 方程 ,月 解 出 抗 格 朗 日 乘 子 。 

7-4 建立 合理 的 贸 举 标 系 ,继续 完成 习题 7- 1, 求 出 理想 约束 力 !( 抱 与 驱动 力 { 些 ) ， 
且 利 用 达 朗 贝尔 原理 验证 计算 结果 ， 

7~5 建立 人 台 理 的 馆 坐 标 系 , 继 息 完成 习题 7- 2, 求 出 理想 约束 力 !( 算 与 驱动 力 ( 短 )， 
且 利 用 达 并 贝尔 原理 验证 计算 结果 。 

7-§ 建立 合理 的 锐 华 标 系 ,继续 完成 习题 7 -3, 求 出 理想 约束 力 ( 失 ) 与 驱动 力 (二 Y， 
且 利 用 达 朗 贝尔 原理 验证 计算 结果 。 

7-7 用 拉 格 明日 老子 形式 ,为 下 列 和 运动 副 推 导出 理想 约束 力 { 矩 ) 的 表达 式 , 昌 解释 拉 
格 关 日 飞 子 的 物理 意 尽 。 

(1) 相对 距离 约束 ; 

(2) 消 移 一 散 转 约束 ; 

(3) 相对 转动 驱动 约束 。 

7-8 完成 题 3- 12 切 板 机 的 动力 学 分 析 , 设 惯量 数据 如 题 表 所 列 。 曲柄 AB 上 施加 转 
年 2 Am， 请 对 系统 建立 等 效 的 动 方 学 模型 , 写 出 刚体 . 铵 ,外 力 和 力 元 的 参数 表 。 根 据 上 述 
模型 ,利用 & 理 论 力学 问题 求解 器 》 进 行 仿真 计算 , 令 上 & [0,1] s。。( 注 意 ,在 进行 动 方 学 分 析 
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+ 需要 重新 定 访 男 定 在 构件 上 的 坐标 系 :) 
题 7-8 的 构件 参数 表 


7-9 完成 习题 3- 13 中 齿轮 一 齿 条 机 构 的 动力 党 分 析 , 设 齿轮 .此 条 和 曲柄 的 质量 分 
别 是 0.05 kg,0.1 kg 和 和 0,05 kg。 请 对 系统 建立 等 效 的 动力 学 模型 , 写 出 刚体 . 锭 . 奸 力 和 旋 
元 的 参数 表 ,，, 根据 上 述 模 坦 , 在 曲柄 上 施加 转 矩 上 .4 Nm。 利 用 《理论 力学 问题 求解 器 $ 进 行 
仿真 计算 , 令 上 和 [0,1] s。( 福 意 ,在 进行 动力 学 分 析 时 需要 重新 定 必 固定 在 构件 上 的 坐标 
系 。) 

7-10 完成 题 3 一 14 中 胶片 随 劲 机 构 的 动力 学 分 析 , 设 慌 量 数据 如 题 卖 所 列 。 曲 栖 
AB 上 施加 转 年 0.1 N*m。 请 对 系统 建立 等 效 的 动力 学 模型 , 写 出 刚体 . 较 .外 力 和 力 元 的 矢 
数 表 - 根据 上 述 模型 ,利用 4 理论 力学 问题 求解 器 # 进 行 仿真 计算 , 令 1 € [0,1] s，! 注 意 , 在 
进行 动力 学 分 析 时 需要 重新 定义 固定 在 构件 上 的 坐标 系 ,) 


题 7- 1 的 构件 参数 家 


中 碟 
六 点 


7 一 11 一 机 构 杆 1 与 杆 2 的 长 分 加 为 0.25 m 与 0.5m。 杆 O43, 杆 AB 与 滑 块 BB 的 质 革 
分 别 为 10 kg,20 kg 与 10 kg。 滑 块 上 受 -水 平 力 下 = 400 N, 杆 上 受 均 布 力 如 图 所 示 其 中 载 
荷 集 度 分别 为 g, = 1 Nim 与 q; = 2 Nim。 利 用 ¢ 理 论 力学 问题 求解 器 》 计 算 翌 A 下 垂 多 少 
米 , 饺 口 与 滑 移 链 的 理想 约束 力 。 如 果 限 制 匀 4 下 垂 小 于 0.014 m, 请 问 水 平 力 下 应 为 多 
大 ? 
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附录 A 简单 均 质 几何 体 的 重心 和 
半 动 惯量 


细 直 杆 区 


位 于 村 的 中 点 


Jo， = 证 me + hb? — ab) 


Je. = me + pi+ hap) 


贺 形 薄板 


位 于 图 心 
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续 表 


物体 简 图 重心 C 的 位 置 : 转动 惯 基 (tm 为 质量 ) 


位 于 业 圆 中 心 


Jr 二 六 m6 
1 

Je 一 可 
1 

J 三 可 


| 位 于 炳 球 中 心 
- 1 mf{p* + ce) 


5 
J = Lf + 二) 
Le 4 
,ta: + pa*) 
千 


位 于 上 下 底 贺 图 
心 这 钱 的 中 点 


1 
Jer = J = nd 十 7) 


|] 1 
J 一 
上 
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重心 C 的 位 置 转动 惯量 (mm 为 质量) 


位 于 对 月 厂 的 
到 电 


附录 了 数值 方法 


B.1 解 线 性 代数 方程 组 的 高 斯 消 元 法 


由 于 运动 学 分 析 的 数学 模型 是 线性 代数 方程 和 非 线 性 代数 方程 , 故 运 动 学 
分 析 将 归结 为 求 线性 代数 方程 与 非 线性 代数 方程 的 数值 解 问 题 。 在 处 理 非 线性 
代数 方程 时 ,可 通过 对 一 系列 的 线性 方程 迭代 求解 ,因此 线性 代数 方程 的 数值 解 
法 也 是 非 线 性 代数 方程 求解 的 基础 。 
考虑 一 个 会 二 个 未 知 数 .cl ,zz，…z ;由 个 线性 代数 方程 构成 的 实 常 系 
数 方程 组 ， 
QI 十 dn tT da, = ,| 


如 21 学 1 十 Gant +t "AT = ba 


| (B.1 -1) 
A 十 art dr, = ,| 
令 变量 阵 x = (zx zx。 … x,) ,上 式 可 写成 矩阵 形式 
Ax 一 由 (B.1 ~- 2) 
式 中 系数 阵 与 石 项 分 别 为 
Hl 华人 tn pi 
4 一 Hl U22 an p= > 
ln 区 了 本 Qn | a, 


当 右 项 =0, 方 程 (B.1-2) 称 为 是 旗 次 方程 ,否则 称 为 非 齐 次 方程 。 非 齐 次 方 
程 存 在 唯一 解 的 充 要 条 件 为 系数 矩阵 A 满 秩 。 

企 求 解 方 程 \B.1 一 2) 的 许多 方法 中 。 克 莱 姆 (Cramer) 法 则 是 众所周知 的 。 
即 当 系数 矩阵 的 行列 式 A= det A 不 为 零 时 ,方程 (B. 1 一 2) 的 解 有 如 下 形式 ， 


Ti 二 元 (7 = 1 (B.1 — 3) 


式 中 ,A, 为 行列 式 中 第 i 列 由 右 项 6 替代 得 到 的 新 行列 式 。 对 于 高 阶 方程 求解 
行列 式 的 工作 量 非常 让 大 , 故 由 (B.1 一 3) 求 解 是 效率 很 低 的 方法 。 
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高 斯 消去 法 是 求解 线性 代数 方程 较为 有 效 的 方法 之 一 。 高 斯 消去 法 有 两 个 
主要 步 又. 消 元 和 回 代 : 

消 元 

首先 ,将 (B.1 一 1) 的 第 一 个 方程 的 系数 除 以 ai 使 x) 的 系数 1 假设 al 不 
为 零 ,如 果 为 零 ,可 通过 交换 方程 或 变量 的 次 序 , 达 到 此 日 的 )。 然 后 将 第 一 个 方 
程 的 系数 乘 -a 加 到 第 j 个 方程 系数 上 ,从 第 j(j 二 2,…,n) 个 方程 消去 变量 
zi 得 到 


] Da ai x pi 
0 a 加 cl TL A 
: = | : (B.1— 4) 
0 a 2 1 a i n | | En-l b 9 
0 a a 7 a bi) 


然后 ,将 第 二 个 方程 系数 除 以 a 使 zx, 的 系数 为 1( 假 定 此 时 c 这 不 为 零 ) ,然后 
把 第 二 个 方程 乘 以 一 a 加 到 第 j(j==3,4,… ,nn) 个 方程 ,得 草 


1 a a 
0 ] a a i | ra ps 
= (B.1— 5) 
0 0 a i -1 ' pi 
0 0 a a Th (pe 


依 此 类 推 ,算法 的 n 一 1 步 后 ,将 第 个 方程 除 以 ww ,只 要 系数 矩阵 满 秩 , 此 
条 件 满 足 。 这 样 得 到 消 元 步骤 的 最 终结 果 为 


1 a a a | 
0 1 a | zy | by 

:i | 一 (B.1 ~ 6) 
0 0 0 a -| be 

0 U 0 … 1 人 pb'™) 


此 时 系数 短 阵 变 为 对 角 元 素 为 1 的 上 三角 阵 、 
回 代 
由 iB.1 一 6) 的 最 后 --…- 式 ,得 到 xz, 的 解 
r= bY 
将 上 式 回 代 到 俏 数 第 一 式 , 可 得 -; 的 解 


攻 傅 9】 
nl] 一 pb; ] lr 
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依 此 类 推 , 辐 代 到 第 上 步 ,可 得 x,_, ,| 的 解 


rl 
lr) 1 Car? 
-一 | tl 4 


这 媳 ,通过 于 步 的 回 代 得 到 方程 1B. 1 一 2) 的 解 . 

上 述 方 法 是 一 种 比较 有 效 的 求解 代数 方程 (B. 1 一 2) 的 数值 方法 ,但 是 ,在 
消 元 的 过 程 中 每 次 均 要 除 一 个 系数 ,第 步 为 4! ,这 个 系数 称 为 第 步 的 主 
元 。 如 果 该 系数 比较 小 ,数值 的 除法 将 会 带 来 较 大 的 使 人 误差 ,其 至 导致 错误 的 
计算 结果 。 为 此 在 每 进行 消 元 步 时 ,如 果 通 过 交换 方程 或 变量 的 次 序 , 寻 找 -个 
较 大 的 系数 作为 除数 ,这 样 可 把 整个 数值 计算 的 误差 降 到 最 低 。 这 种 修正 方法 
称 为 选 二 元 高 斯 消去 法 。 选 证 元 高 斯 消去 法 可 分 为 高 斯 全 主 元 消去 法 与 高 斯 部 
分 主 元 消去 法 、 前 者 是 这 样 选 主 元 , 当 销 元 过 程 进行 到 第 上 步 ,在 系数 算 阵 的 
4 总“ 的 右 下 角 的 系数 , 即 在 a (ES 二) 实 提 中 选择 绝对 值 最 大 者 作 
为 主 抑 ka。 而 部 分 主 元 高 斯 消去 法 的 选 苑 范围 在 a (Rs 扫 1 有 站) 或 在 
a (in) 中 进行 。 妈 前 者 在 第 行 的 第 上 询 盏 第 #4 列 的 (n 一 2+1) 个 
系数 中 选择 , 称 为 按 列 部 分 主 元 高 斯 消去 法 。 后 者 在 第 列 的 第 上 行 至 第 区 行 
的 (2 一 i+1) 个 系数 中 选择 , 称 为 按 行 部 分 证 元 高 斯 消去 法 。 为 了 将 选中 的 证 
元 变换 到 ce 六 的 位 置 ,通过 改变 方程 的 次 序 灾 换行 (表现 为 系数 阵 让 行 序 与 
右 阵 户 元 素 位 置 的 改变 ) ,通过 交换 变量 的 位 置 交 换 列 {表现 为 系数 泗 和 列 序 与 
变量 阵 x 元 素 位 置 的 改变 ), 这 种 变换 二 史 应 该 记录 .比较 两 类 选 主 元 高 斯 消去 
法 ,全 主 元 消去 方法 精度 高 效率 低 , 而 部 分 主 元 消去 法 则 相反 。 

对 高 斯 消去 法 稍 作 庶 化 ,可 省 上 略 回 代 过 程 。 在 消 元 的 第 二 步 完 成 后 , (B.1 一 
5) ,接着 将 式 (B, 1 一 5) 的 第 一 行 减 去 第 二 行 习 a , 式 (B.1-5) 变 为 


| 1 a a | | he 
I0 1 a a | 7 | bs | 
|; : :| 
oo 0 eB aD, lr 60 


‘00 a 7 eoln) lee) 
在 第 三 步 消 元 完成 后 ,接着 按 类 似 的 方法 将 a 外 与 a8 的 系数 变 为 零 ， 依 此 类 
推 ,n 步 消 元 结 来 ,系数 阵 为 - -单位 阵 。 这 伴 可 直接 得 到 方程 的 解 为 x = 5" ， 
这 种 算法 称 为 高 斯 车 尔 当 (Jordan) 消 元 法 。 


[ 例 1] 用 主 区 高 斯 ~- 若 尔 当 消 元 法 求解 坟 程 (B.1 一 2)。 方 程 的 系数 阵 与 
右 项 为 
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| 1.5 2.5) (12.5 
2 1 1 ,b=i1 
1 0.5 1.5) 区 
解 ; 为 了 书写 方便 ,将 两 夭 阵 合并 为 己 
1 1.5 2.5 2.5 
C=(A4 py)=|2 1 1 1 
[1 0.5 1.5 2.5 
第 一 步 消 元 见 图 1, 图 中 的 (1 2 3) 表 水 变量 阵 中 各 变量 的 排序 。 操 作 
(1) 在 和 的 9 个 系数 中 找 主 元 ,可 知 主 元 为 a1;， 操作 (2) 将 1,2 行 对 调 , 操 作 
《3) 第 1 行 除 以 2, 操 作 (4) 消 元 。 
1 1.5 2.5 2.5 2 
2 1 | 1 1 1.5 2.5 2.5 
1 0.5 15 2.5 1 0.5 1.5 2.5 
(1 2 3) (1 2 3) 


|1 0.3 0.3 0.5| ] 0.3 0.3 0.5| 
(4) ] 


总 三 


2 1 1 1 


1) (2) 


(3) 1.5 2.3 2,3 0 1 2 2 


i 0.5 1.5 2.5) 0 0 1 2， 
(1 2 3) (1 2 3) 
图 1 第 一 步 消 元 


第 二 步 消 元 见 (图 2) ,操作 (5) 在 A& 的 ay, 右 下 的 4 个 系数 中 找 主 元 ,可 知 主 
元 为 as。 操作 46) 将 2.3 列 对 调 , 注 意 变量 元 圳 的 次 序 作 相应 的 变化 ,操作 (7) 
第 2 行 除 以 >, 操作 (8) 消 元 ,操作 (19) 消 去 第 1 行 第 2 列 的 系数 。 


1 0.5 0.5 0.5 1 0.5 0.5 0.5° 
(5) 0 1 2 2| (9 0 2 1 2 
0 0 1 0 1 0 2 
(1 2 3) (1 3 2) 


0 1 0.3 1 ob 1 0.3 1 


1 0.5 0.5 0.5 1 0.5 0.s 0.5 
{7) (8) 
U 1 0 2 DO 0 -0.53 1 


(1 3 2) (| 3 2) 
! 0 0.25 0 
(9) 0 1 0.5 1 
0 0 -0.5 1| 
(1 3 2) 
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第 二 步 消 元 见 图 3, 操 作 (10) 第 3 行 除 以 一 0.5, 柑 作 (11) 消 去 第 1,2 行 第 3 
列 的 系数 。 得 到 解 为 .xj 二 0.5, xz; = 一 2, x; =2 或 表 为 
x= {0.5 -2 2) 


1 0 02 0 1 0 0 0.5| 
(10) 1 0 1| 600 0 10 2 
00 1 -2 00 1 -2 
(1 3 2) (1 3 2) 
图 3 ”第 三 步 消 元 


现在 讨论 一 般 形 式 的 线性 代数 方程 组 , 令 该 方程 组 的 变量 个 数 为 n ,方程 个 
数 为 mz。 此 时 方程 


Ar = 上 (B.1 -7) 
的 系数 矩阵 A 与 右 项 B 分 别 为 xx x xn 算 阵 与 zr 阶 列 阵 , 即 
dt i Qn | pb, 
] 2 ar b, 
人 | | (B.1 -8) 
dn] nD nn ) a, 
将 两 阵 组 合 , 称 以 下 矩阵 为 方程 (B.1 一 7) 的 增 广 阵 。 
Ql 2 Cn #1 
，， , , 而 
C=|” “0 (B.1-9) 
| Hn2 | py b, | 


令 窍 阵 4 与 C 的 秩 分 别 记 为 ra 与 ,方程 (B. 1 7 了) 的 解 有 如 下 几 种 情况 : 

(1) 当天 = 基 且 和 = 天 = 天 时 ,如 前 所 示 , 方 程 (B.1-7) 有 了 唯一 解 。 

(2) 当 r = 时 ,方程 (B. 1 一 7) 有 无 窒 多 组 解 。 

此 时 ,方程 可 找到 6 = 一 + 个 线性 无 关 的 解 x (k=1,2,… ,8), 称 它们 
方程 (B.1 -7) 的 基础 解 系 。 方程 的 任 一 非 零 解 x 均 可 表 为 它们 的 线性 组 合 , 即 
存在 非 零 的 系数 阵 4=(d， dd， -… ds)', 有 

x = Xd (B.1 — 10) 
式 中 
= x 人 rx) {B.1— 11) 
是 由 6 个 线性 无 关 的 解 x* 构成 的 # x5 阶 矩 降 , 称 为 基础 解 阵 。 需 要 指出 的 
是 基础 解 系 是 不 唯一 的 。 


[ 例 2] 求解 方程 (B.1 一 7), 其 系数 阵 与 右 项 类 
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[1 3 2 1 8 
A=il1 2 2 2|, b=|7 (1) 
2 6 4 2 16; 


和 解 : 方程 个 数 mx = 3, 变量 个 数 二 4。 利 用 一 般 的 高 斯 一 若 尔 当 宵 元 法 ,对 
C 有 
] 321 8) ‘1 3 21 8 
eit 2227 0 -101-1| 
2 64) 1 0 0 00 0 
9 见 变 换 后 的 方程 系数 矩阵 与 右 项 分 别 为 
[1 0 2 4) ‘5 
;， b= 
lI0 1 90 | 
出 式 (2) 可 见 = 六 =2<4-。 存在 人 =2 个 基础 解 。 对 于 以 式 (3) 为 系数 年 阵 与 
右 项 前 方程 (B.1- 7) ,分 别 令 x 一 1， x =0 与 xm -0， re =1 ,可 分 别 解 
出 相应 的 +1 =3， zi = 二 1 与 x 让 =1, t=2, 即 找到 基础 解 为 
x =3 1 1 0 
x = 2 0 11) 
方程 (B.1 一 7 了 7) 的 任意 解 为 (B.1 一 10), 其 中 基础 解 阵 为 
3 1) 


10 2 4 5 
0 10 -11 (2) 
000 0 0 


(3) 


本 


X= 1 (4) 


F 1 
这 个 例子 的 结果 有 具有 如 下 普遍 意义 。 对 于 7 之 4 之 的 情况 ,经 变换 , 算 阵 
C 均 会 得 到 如 图 BB 一 1 所 示 的 情况 , 即 得 到 x x (n+ 1) 的 梯形 矩阵 , 记 为 C - 
及， 5b,) ,其 中 有 ,为 r Xn 阶梯 形 阵 ,Bb, 为 > 阶 的 列 阵 。 说 明 按 变换 后 方程 的 
次 序 排列 , 原 mm 个 方程 中 前 ~ 个 方程 相互 独立 ,后 zx -个 为 相 容 但 非 独立 的 
方程 。 这 样 原 方 程 (B.1 一 7) 与 如 下 的 方程 等 价 


六 x= 上 b， { 卫 .1 一 12) 
基于 这 个 方程 相互 独立 的 方程 , 令 
x= fp wi)', 六 ,二 (六 。 和 六, ) (B.1 — 13) 
这 样 (B.1~12) 变 为 
二 ,十 和 w= b. (B.1- 14) 


显然 方程 中 有 分 个 多 余 变 量 w, 在 变量 x 中 这 些 变量 可 任意 设 定 , 称 为 独立 变 
量 。 贞 变量 # 则 由 方程 (B.1-12) 决 定 , 称 为 非 独 立 变量 。 考 虑 到 4, = 工 ,有 有 
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有 一 一- 
| 
] 0 0 可 
| 上 | "ee 
rr] : : : : 
0 0 ] * 半 介 
m |100 0 0 0 
] 0 0 0 0 0 0 
00 00 .-.. 00 


图 B-1 方程 人 1 一 7) 的 解 的 第 人 2} 种 情况 


UU= hb Aw ‘B.1— 15) 
如 果 令 (ww 和 中)= 五 , 代 人 (B.1 一 15), 这 样 可 得 到 的 8 个 非 独立 变量 
解 (wu'”… wu ), 它们 组 成 原 方 往 (B.1 7) 的 线性 充 关 基本 解 ,基本 解 阵 为 
(mt ., ui) 
本 一 [wD 0 (B.1 一 16 ) 


(3) 当 ma<re 时 ,方程 (B.1-- 了 无 解 。 称 方程 (了 .1 -7) 为 矛 拓 方程 
事实 上 ,由 于 rs 所 rr 在 图 B-1 中 有 下 横 线 的 部 分 至 少 有 -个 非 零 。 相 应 
的 方程 即 为 矛盾 方程 。 如 上 例 中 式 (1) 中 的 右 项 的 第 三 个 元 素 不 是 16 而 是 17， 
则 通过 高 斯 消去 法 ,十 阵 C 最 后 变换 成 
[1 02 4 5) 
0 10 -11 
0 .00 0 1 
可见 ,ra =2,rr = 二 3, 第 三 个 方程 为 矛盾 方程 。 
由 以 上 三 种 情况 ,不 难 推 得 
(4 当 b=0 时 ,方程 (B. 1 一 7}) 为 齐 次 方程 ,其 存在 非 零 解 的 充 变 条 件 为 


ra pio 
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在 运动 学 分 析 中 经 常 届 到 如 下 的 非 线性 方程 组 
Dix)=0 (B.2—1) 
式 中 ,共有 n 个 方程 ,全 =(@，-…… gp,)" ,变量 阵 x 为 n 阶 列 阵 。 通 常 无 法 求 
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得 方程 (B.2- 1) 的 精确 解 。 通 过 估计 一 个 初 值 x ,利用 数值 迭代 方法 寻找 > 

的 近似 解 是 常用 的 方法 。 这 些 迭 代 方 法 中 最 著名 的 是 牛顿 - 拉 费 森 方 法 (N 一 RR 

方法 )。 下 面 先 以 -个 变量 的 -个 非 线性 方程 的 简单 情况 介绍 这 种 方法 的 实质 。 

考虑 未 知 变量 为 x 的 一 个 非 线性 方程 

Fir)=0 (B.2 一 了) 

令 z=i 为 (B.2 一 2) 的 解 。 记 x 为 zx" 的 近似 。GBtr) 在 z=x"" 的 泰勒 展 
开 为 

Pir) = r+ rr -+ 高 阶 项 (B.2 -3) 


式 中 ,多 ， = 为 四 Lz) 的 雅 可 比 。 令 7 =x 为 对 中 的 改进 ,如 果 (x"* ?一 


了 +") 为 小 量 , 上 式 高 阶 项 忽略 ,近似 有 
Br Br) + Br rr) =0 (B.2-4) 


如 果 种 , Cx“) 关 0, 由 式 (B.2 一 4} 可 得 


1 
zn = 二 ) (B.2 - 5) 


式 (B.2 一 5) 定 义 了 一 变量 方程 (B.2 一 2) 的 牛顿 ~- 拉 费 森 (N 一 R) 算 法 。 利 
用 该 算法 ,首先 给 出 (B.2 一 2) 解 的 初 全 值 x 中 为 近代 起 点 。 在 送 代 j= 1,2,… 
中 ,计算 BC(z) 与 B(x 中 )。 如 果 | 西 (zx 中)| 二 es (其 中 是 方程 的 容许 误 
差 ) 与 |x 一 xz" 0|<<e,( 其 中 ,是 解 的 容许 误差 ), 则 选 代 终止 。 这 样 产 生 方 
程 (B.2 一 2) 的 近似 解 列 。 如 果 耳 .{x)=0,{x 中 ) 关 0, 则 返回 第 一 步 从 新 入 
计 新 的 迭代 初 值 。 

N 一 尺 算 法 的 几何 意义 如 图 己 -2 所 示 , 它 是 一 种 收敛 的 情况 ,由 x 入 代 
收 敏 于 解 +。 图 己 -3 所 显示 的 是 解 为 一 个 扒 点 的 情况 ,方法 可 能 发 散 ， 图 
B 一 4 所 示 和 多 解 的 情况 ,x 与 x; 均 为 方程 解 ,至 于 收 合 到 哪个 解 与 解 的 初始 入 
值 有 关 。 如 果 初 始 估 值 靠近 局 部 的 极 小 或 极 大 值 , 算 法 将 发 散 ,不 会 收 伍 到 期 望 


PW 


| Xx x 


图 -2 牛顿 -- 拉 渴 森 选 代 图 B-3 和 解 在 掏 点 , 送 代 发 散 的 情况 
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的 解 zj， 如 图 也 -所 未 。 册 上述 的 几 种 情况 说 明 ,N- 及 算法 的 关键 是 如 何 选 
取 运 当 的 初 值 。 


TE 


图 忆 -4 多 解 的 情况 图 B-5 初 值 近 极 小 , 选 代 发 散 的 情况 


下 商讨 论 x 个 变量 ,nn 个 方程 (B.2 一 1) 为 一 般 情 况 的 到 一 民 方 法 。 
令 工 =x 为 (B.2 一 1) 的 解 。 记 x 为 x' 的 近似 。 二 (x) 在 x=x 中 的 . 阶 
泰 蒜 并 六 
Dx) = Br + x r+ 高 阶 项 (B.2 一 6) 
式 中 ， 国 .= 5 为 男 (x) 的 雅 可 比 (定义 见 1.1- 39)。 令 x 三 x 人 "为 对 x 中 的 政 
进 , 如 果 (xc 人 一 Yo 为 小 量 . 有 
Dr ) Br) + Bx xx) =0 (B.2-7) 
邻 Ax' 二 x 一 x 中 ,上 式 叮 写成 关于 Ax'" 的 线性 代数 方程 组 , 即 


D(x Ar'Y = Bx") (B.2 - 8) 
如 果 雅 可 比 硬 , (x'*) 为 非 谓 异 , 则 有 了 唯 - - 解 Ax"" ,由 此 可 得 
wth) 一 x + Mr (B.2—9) 


根据 以 上 叙述 可 列 出 如 下 NR 算法， 

(1) 设 定 方 种 (B.2- 1 的 解 的 初始 估计 值 x 。 

(2) 在 迁 代 i 二 1,2,… 中 计算 硬 (x 中) 与 面 , (x )。 如 果 对 于 衣 = 1,2,…， 
#1 ,下 列 所 有 的 误差 的 值 与 近似 解 的 变化 满足 ; 

| Bir) < 
| x 一 x 1 E， 

则 选 代 终止 。 如 果 雅 可 比 十 , (zx") 琳 晶 , 圳 (x) 关 0, 返 回 第 一 步 ,重新 犀 值 开 
始 。 否 则 到 第 3 步 。 这 里 s, 是 方程 的 容许 误差 ,e, 是 解 的 容许 误差 。 

(3) 调用 解 线性 代数 方程 组 的 数值 方法 求解 (B.2 一 8) ,然后 计算 (B.2 -9)， 
并 返 问 第 2 步 ,将 i+1 代替 ;, 

由 此 可 见解 非 线性 方程 组 (B.2- 1) 的 问题 在 数值 上 转化 为 解 若 干 次 线性 
代数 方程 组 (BB.2 一 8) 的 问题 ， 


300 附录 日 数值 方法 


B.3 解 前 徽 分 方程 组 的 龙 格 - 库 塔 法 


全 于 维 变 层 xz = 二 Ceo zx), 求 4 维 - 阶 常 微分 方程 组 
| = fx) ty tL 
(x xn t= 
在 to 芝 1 信 tt 的 解 x(72) 的 问题 称 为 常 微分 盯 程 组 方程 (B. 3 一 1) 的 初 慎 问 题 ， 系 
统 动力 学 方程 均 可 变换 成 上 述 形式 。 仿 真 计算 的 直接 数值 方法 将 归结 为 这 样 的 
初 值 问题 。 通 常 (B.3- 1) 的 右 蚌 数 是 关于 变量 *x 与 时 间 : 的 非 线性 函数 ,精确 
求解 方程 (B.3 一 1) 是 不 可 能 的 。 只 能 求助 数值 方法 寻找 方程 精确 解 xfz) (es 
< 了 f#) 的 近代 解 , 
为 了 比较 简捷 地 介绍 初 值 问 题 (B. 3 一 11) 数值 解 的 - 些 基 本 概念 ,暂且 将 微 
分 方程 约定 为 一 维 , 即 


(B.3—1) 


和 _ 和 1 (B.3 -2 

初 值 问题 (B.3 一 2) 的 数值 解 就 是 在 时 间 区 和 间 [ 16 ,z,] 的 若干 个 离散 点 10 ,1 ， 
下 计算 (的 近似 值 这 ,x ,zx ws 时间 间隔 访 , = 4. 一 4 称 为 步 
长 ，- 般 取 等 步 长 , 记 为 疡 ,这 种 方法 称 为 初 值 问 题 的 差分 方法 或 离散 变量 法 。 

差分 方法 提供 一 个 利用 上 个 先前 的 值 r Tryzr Tri 计算 
的 公式 , 故 又 称 为 去 步 法 。 若 大 =1 称 为 单 步 法 ,>1 称 为 多 步 法 。 计 算 公式 
9] 以 通过 化 叶 数 为 差 商 ,泰勒 展开 或 数值 积分 方法 等 方法 取得 ， 

下 面 以 欧 拉 (L. Euler) 方 法 为 例 ， 欧 拉 方 法 是 一 种 单 步 法 ,通过 化 导数 为 差 
南 的 方法 可 得 如 下 的 计算 公式 


Tir! = ,+ hr ) (B.3— 3) 
也 可 通过 数值 积分 方法 得 到 如 下 的 计算 公式 ， 
Hal = Xa AAFC tn ) (B.3 — 4) 


式 (B.3 一 3) 与 (B.3 一 4) 的 儿 何 意义 由 图 B-6 可 清楚 匈 到 。 两 者 的 区 别 在 于 前 
者 利用 的 是 点 和 (rt) 的 切线 ( 见 图 R- 6a) ,后 者 内 的 是 点 B(xz,., ,1,) 的 
切线 ( 见 图 BB~6b)。 两 种 公式 均 存 在 数值 解 x, ,| 与 精确 解 x+ (1,., ) 间 的 误差 ， 
需要 注意 的 式 (B.3 一 3) 是 显 式 的 欧 拉 公式 。 在 计算 zi 可 以 用 x, 与 1, 求 得 
的 /zy ,i } 来 表示 。 咯 (B.,3 一 4) 是 隐 式 的 欧 拉 公式 ,又 称 为 后 退 跑 拉 公式 , 因 
为 计算 +,4 ;的 公式 中 其 本 身 也 包含 在 fx, ,1,.3) 中 , 当 f(x ,1) 为 x(1) 的 非 
线性 函数 时 ，- 般 来 漠 是 不 可 能 将 x,, 表示 成 x, 的 隆 数 。 故 使 用 隐 式 公式 时 
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需 由 其 它 方法 提供 一 个 初次 逼近 值 rz 和 1 ,然后 再 通过 适当 的 选 代 过 程 解 非 线 性 


代数 方程 (B.3 一 2), 求 得 zs+1 的 修正 值 。 


(a) 显 式 算法 《bj 隐 式 算法 


图 HBH-6 欧 拉 方法 


经 典 的 四 阶 定 步 长 龙 阁 (J. Runge) ~ 库 增 (W. Kutta) 法 是 一 种 常用 的 求 n 


维 一 阶 常 微分 方程 组 (B.3 一 1) 的 数值 积分 方法 ,其 计算 公式 为 


式 中 


x = + (ko 2k + 2k, + ks) (B.3 -5) 


ki, 一 hf » End 
i 


l 
ki 二 pf{z, 十 DF Ros Es 十 9 


. 1 / 
,二 f(z, 十 1 十 3 | 


ks = hf(x, +k,t, +h) 


从 上 式 可 知 , 龙 档 一 库 塔 法 的 特点 是 只 需 知道 一 阶 导 数值 而 不 需要 其 它 阶 导数 ， 
- 阶 导 数值 的 近似 值 可 由 方程 (B.3- 1) 的 右 盟 数 求 得 。 对 于 上 述 四 阶 龙 格 - 
库 塔 法 必须 求 右 函 数值 了 四 次 。 龙 格 - 库 塔 法 的 另 一 个 特点 是 只 要 知道 一 个 
(t,x ) 就 可 计算 得 到 x+ie 因此 这 种 方法 可 以 由 初 值 (m , xo) 自 动 起 步 进 行 
积分 。 步 长 h 在 每 一 步 中 可 以 改变 。 缺 点 是 每 积分 一 步 要 四 次 求 右 函 数值 了 ， 
而 在 下 -~ 步 中 这 些 值 又 不 能 异 用 ,因此 如 果 右 函数 形式 相当 复杂 ,计算 工作 量 也 


相当 大 ， 
随 着 数值 方法 不 断 改进 ,现在 已 经 有 高 阶 的 、 变 步 长 的 与 变 阶 变 步 长 的 各 种 


类 型 的 龙 格 - 库 卉 法 。 读 者 可 参考 有 关 计算 方法 的 一 些 书籍 。 


附录 C 《理论 力学 问题 求解 器 /使 用 简介 


C.1 求解 莫 的 基本 换 作 


本 求解 器 是 一 个 利用 计算 机 求解 理 沦 万 党 典型 问题 的 软件 ， 它 包括 “运动 
学 分 析 " “动力 学 分 析 " 与 “ 静 力 学 分 析 ”: 大 模块 。 每 一 模块 的 用 户 界面 为 一 - 果 
视 的 图 板 , 理 论 力 学 问题 力学 模型 的 定义 是 以 图 形 的 形式 表现 在 图 板 上 ,， 约定 
图 板 上 的 横 线 为 z 轴 , 正 同 辐 右 ; 坚 线 为 vy 轴 ,正和 向 向 二。 它们 被 视 为 惯性 基 . 
图 板 的 上 方 为 类 似 于 WINDOWS 的 常规 菜单 条 与 某 些 常 用 命令 的 工具 条 。 

求解 器 主 菜单 为 文件”“ 图 形 操 作 "、“ 系 统 参 数 ”"“ 仿 真 计算 "与 帮助" 等。 
各 项 命令 下 的 子 命令 及 其 功能 与 操作 现 简要 介绍 如 下 : 

C.1.1 文件 

求解 器 三 大 模块 中 ,理论 力学 问题 的 运动 学 ,动力 学 与 静 力 学 力学 模型 的 定 
义 与 运算 结果 是 以 文件 的 形式 依存 与 调用 。 每 个 模块 的 文件 的 扩展 和 名作 了 不 同 
的 约定 。 它 们 分 别 为 (* .xyy),( . xh) 与 (" .hxh)。 

文件 节令 下 有 “新 建 "、 打开 “保存 "与 另存 为 "等 子 命令 。 

1. 新 建 

建立 一 个 新 的 模型 定义 文件 。 

2. 打开 

打开 - -个 己 有 的 模型 定义 文件 。 

3, 保存 或 另存 为 

将 当前 的 模型 定义 文件 数据 保存 为 原文 件 名 或 男 存 为 一 个 新 交 件 名。 

C.1.2 图 形 操 作 

图 形 操 作 命 令 下 有 "图形 单位 ”"“ 图 幅 定 义 ”“ 原 点 定义 ”、“ 图 形 放 太 ”"、“ 图 
彤 缩小 与 “大 小 还 原 " 等 子 命令 。 

1. 图 形 单位 :可 以 选择 千 米 , 米 ,分 米 , 厘 米 (默认 ) ,党 米 。 

2. 图 赐 定 义 : 设 置 整个 绘图 区 域 的 大小 (图 幅 宽 度 ,图 幅 长 度 )}。 默 认 值 为 
1600 x 1600 . 

3. 自 点 定义 :定义 惯性 基 基 点 ! 原 点 ) 在 绘图 区 域 的 坐标 (fa ,5)。 注 意 , 维 
图 区 域 的 原点 在 屏幕 的 赤 上 角 , 向 看 为 a 正 值 ,向 下 为 疡 正 值 . 
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4. 图 形 放大 ,缩小 或 还 原 ;控制 图形 大 小 ,以 获得 最 住 视觉 效果 。 

C.1.3 系统 参数 

系统 参数 傅 令 下 有 “物体”“ 和 镁 ”“ 力 元 ”、“ 人 外 载 "与 ^ 较 参数 修改 "等 子 命令 。 

1， 物 体 

氮 击 系统 参数 菜单 中 物体 子 莱 单 内 的 基点 /构件 / 支 座 ,再 点 击 绽 图 板 区 域 ， 
将 弹出 对 话 框 , 即 可 分 别 定义 基点 / 榴 件 / 支 座 。 

这 里 的 “基点 即 惯性 基 的 坐标 原点 ,在 弹出 的 基点 对 话 椎 后 ,如 同 二 中 的 2 
己 3 的 操作 ,5 定义 基点 坐标 Lu,5) 和 整个 绘图 区 域 的 大 小 (图 幅 宽 度 ,图 幅 长 
度 )。 

这 里 的 “构件 " 旦 指 系统 中 的 物体 (不 包括 与 惯性 基 固 结 的 物体 )。 在 弹出 的 
构件 对 话 框 后 ,要求 输 人 :(1) 外 形 参数 :包括 长 度 参 数 (al ,a;) 和 高 度 参 数 (b,， 
2);(2) 和 构件 连 体 基 的 基点 在 惯性 基 上 的 誉 标 (z,y) 和 连 体 基 的 姿态 角 p。 字 
秤 含义 参考 对 话 框 中 的 示意 图 。 定 义 结 束 ,软件 为 该 物体 恢 次 编号 。 

这 里 的 “ 支 座 "是 指 系统 中 与 惯性 基 固 结 的 物体 ,约定 其 质量 为 1 kg, 转 动 
惯量 为 1 kg*m 。 在 弹出 的 支 座 对 话 柜 后 ,要 求 输入 的 内 容 与 “构件 ”的 一 致 。 
软件 会 自动 的 将 该 支 座 定义 为 系统 最 后 一 个 编号 。 

各 要 指出 的 是 ,用 户 可 以 在 惯性 基 的 不 同位 置 多 次 定义 支 产 ,构成 系统 运动 
的 环境 。 软 件 会 自动 的 将 这 些 支 座 定 义 为 间 一 个 编导 。 但 是 支 座 连 体 基 基点 在 
惯性 基 的 位 置 以 第 一 次 定义 为 准 。 且 该 连 体 菇 的 姿态 角 愉 能 为 0。 

构件 或 支 座 定义 之 后 ,它们 的 位 形 将 出 现在 绘图 板 相 应 的 位 置 上 ,物体 上 的 
监 线 表 示 连 体 基 z+ 轴 , 红 线 表 示 连 体 基 y 轴 。 冯 击 绘图 板 中 的 物体 或 支 座 ,在 
弹出 的 对 话 框 中 可 对 数据 进行 修改 。 

2,， 较 

本 软件 当前 的 版 本 提供 的 贸 有 四 种 , 即 滑 称 匀 ,旋转 铵 ,齿轮 副 和 齿轮 - 齿 
条 副 。 

态 击 系统 参数 菜单 中 镁 子 菜单 内 的 上 述 一 种 约束 ,再 点 击 给 图 版 区 域 中 该 
化 所 在 的 物体 ,将 弹出 对 话 框 , 即 可 定义 铵 。 

消 移 匀 要 求 输 人 的 参数 有 ; 铵 号 , 冬 参 考点 在 该 物体 连 体 基 上 的 坐标 (o 
b) ,和 滑 移 铵 相对 于 xz 轴 方 向 角 0 ,字母 含义 请 参考 对 话 框 中 的 示意 图 。 对 滑 移 
饮 纪 束 的 两 个 邻接 物体 , 先 定义 的 为 内 接 物 体 Bi ,后 定义 的 为 外 接 物 体 B 。 

旋转 匀 要 求 输入 的 参数 有 有 ; 匀 号 和 较 参 考点 在 该 物体 连 体 基 上 的 坐标 (4， 
5) ,字母 合 义 请 参考 对 话 框 中 的 示 音 图 . 


一 一 


他 ”内 接 物 体 邯 包 参考 物体 , 即 木 书 正文 3.3 中 的 By, 外 接 物 杯 即 B,、 
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齿轮 副 南 求 输入 的 参数 有 ; 匀 号 ,内 接 物 体 号 8, 内 接 节 圆 半径 R;, 内 接 物 
体 x+ 轴 到 连 心 线 的 转角 yst 逆 时 轩 方 器) ,内 接 物体 转 币 在 该 物 体 连 体 基 上 的 从 e 
标 (ao ,65o); 外 接 物 体 号 a, 外接 节 圆 半径 RR, ,外接 物体 r 轴 芭 连 心 线 的 转角 六 
{ 遂 时 针 方 问 ,外接 物体 转轴 位 置 (ap ,bs)。 软 件 的 当前 版 本 菩提 殿 的 齿轮 类 
型 为 外 接 齿 轮 。 

齿轮 一 齿 条 因 要 求 输 入 的 参数 有 : 匀 号 , 齿 条 是 省 作用 在 基 座 的 选择 ,齿轮 
所 附 的 物体 号 a ,齿轮 六 径 民 。, 参考 线 转角 ( 道 时 针 方 向 ) ,齿轮 轴 位 置 (4ap ,bi)， 
齿 条 所 附 物 体 号 8, 齿 条 方向 角 矶 (着 时 针 方 向 ), 哮 合 点 位 置 (ao ,bo)。 

对 于 连接 驻 座 的 齿轮 副 和 齿轮 - 齿 笨 副 ,在 定义 时 应 道 过 点 而 系统 参数 菜 
单 中 的 肯 轮 副 和 些 轮 -此 条 副 大 数 项 ,再 点 击 绘 蜀 板 区 域 中 的 支 座 ,然后 在 弹出 


的 对 后 框 中 的 步骤 来 定义 。 
企 定 艾 完 铁 后 ,直接 用 鼠标 双击 绘图 板 区 域 中 的 镀 , 可 以 在 弹出 的 匀 参 数 修 
改 对 证 框 中 进行 修改 参数 


3, 力 元 人 运动 学 分 析 中 无 此 项 ) 

本 软件 当前 的 版 本 提供 的 为 元 只 有 弹簧 。 

点 击 系 统 参 数 菜单 中 的 力 元 项 内 的 弹 筑 ,再 点 击 绘图 板 区 域 中 与 弹 入 关 联 
的 物体 ,将 弹出 阐 筑 参数 对 话 框 , 即 可 定义 弹簧 。 

弹 移 所 需 的 参数 有 内 接 物 体 号 8( 程 序 上 默认 所 点 而 维 图 板 区 域 中 的 物体 为 
内 接 物体 ) ,外 接 物 体 号 ,在 内 接 物 体 上 的 位 置 (fao ,so), 在 外 接 物 体 上 的 位 置 
(ap bp), 弹 赞 原 长 , 弹 繁 特 件 下 = r+ + 玉江 中 的 参数 ,上 与 开 ，， 
按 恨 标 右 键 和 点 击 绘 图 板 中 的 弹 得 ,在 弹出 菜单 中 选择 删除 命令 ,可 删除 所 点 击 的 
弹 赞 ， 

4. 外 载 人 运动 学 分 析 " 中 无 此 项 ) 

村 软件 当前 的 版 本 提供 的 镍 载 有 四 种 , 即 重 方 .集中 力 、 分 布 力 与 力 偶 。 

点 击 系统 参数 菜单 中 的 外 载 项 ,在 弹出 的 子 荣 单 中 点 击 四 种 外 载 之 ., 再 点 
击 绘图 板 区 域 中 该 外 载 施加 的 物体 ,将 弹出 参数 对 话 框 , 即 可 定义 各 种 力 元 。 

定义 重力 需 输 入 的 参数 ;重力 加 速度 的 数值 太 小 与 方向 . 

定义 集中 力 需 输入 的 参数 ; 受 力 物体 号 (程序 默认 所 点 击 的 物体 ), 力 的 作用 
点 在 该 物体 连 体 基 的 华 标 (a ,5), 力 的 太 小 , 力 的 方向 与 x 轴 的 夹 角 a 以 及 该 轴 
有 所属 的 参考 系 (惯性 系 或 连 体 基 )。 

定义 分 布 力 需 输 入 的 参数 : 受 力 物体 号 (程序 默认 时 所 点 击 的 物体 ), 力 的 作 
用 区 域 (a, ,a;), 两 端 载荷 集 度 . 

导 义 力 偶 需 输 入 的 参数 : 受 力 物体 与 (程序 战 认 是 所 点 击 的 物体 ), 大 小 。 

对 二 上述 1 至 4 项 , 按 腿 标 右键 点 击 绘 图 板 中 相应 的 目标 ,将 弹出 一 命令 某 
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单 , 其 中 点 删除 命令 可 删除 所 点 击 的 目标 ;点 参数 定义 命 令 将 弹出 相应 的 对 话 
框 , 可 对 显示 的 参数 作 修改 ;点 隐藏 命令 可 将 图 板 中 的 对 象 暂时 隐 去 ,如 要 半 显 
可 通过 在 图 板 上 点 上 击 鼠 标 石 链 在 弹出 的 命令 荣 单 中 点 击 显示 。 

5， 镑 参数 修改 

点 击 系统 参数 薪 单 中 匀 参 数 修 改 项 ,再 点 机 绘图 板 区 域 中 的 物体 ,将 依次 弹 
出 该 物体 上 所 有 的 贸 参 数 对 活 框 , 即 订 修改 较 参 数 . 

C.1.4 仿真 计算 

仿真 计算 的 命令 分 计算 过 程 和 结果 输出 两 个 层次 ， 对 于 “运动 学 分 析 ”,“ 动 
力学 分 析 与 " 豆 力 学 分 析 "一 大 模块 两 个 层次 子 命令 各 不 相同 。 下 面 分 别 给 予 
介绍 。 

1. “运动 学 分 析 " 模 块 

(1) 计算 过 程 层 次 有 ”参数 设 定 ”“ 自 出 度 分 析 "…“ 构 形 数据 隐 复 "与 “计算 ” 
等 子 命令 。 

QD 参数 设 定 

气 志 仿真 计算 全 单 中 的 参数 设 定 项 ,将 弹出 计算 参数 对 话 框 。 在 计算 参数 
村 话 框 中 需要 输入 计算 精度 ,计算 步 长 ,计算 起 始 时 刻 与 计算 终止 时 刻 。 

中 自由 度 分析 

这 十 在下 式 计算 之 前 必 不 可 少 的 一 - 步 , 它 将 分 析 整 个 系统 的 自由 度 。 点 击 
仿真 计算 菜单 中 的 白 由 度 分 析 项 ,将 弹出 消息 枢 龌 知 系 统 自由 度 , 点 击 确认 按 馈 
后 将 弹出 初始 条 件 对 话 杠 .这 时 需要 输入 的 参数 有 驰 动 镑 号 或 物体 号 ,初始 前 
速度 ,初始 角 丰 速度 。 驱 动 锐 布 绝对 驱动 锐 和 相对 卫 动 较 之 分 。 对 于 绝对 驱动 
饮 向 站 ,省 项 参数 实际 是 针对 物体 而 言 ,例如 :角速度 为 2.0 radfs, 其 实 就 是 指 该 
物体 的 角速度 ;而 对 于 相对 虑 动 镜 而 言 ,各 项 参数 是 外 接 物 体 相 对 内 接 物体 (内 
外 接 袍 体 的 号 以 对 话 框 中 提示 为 准 } 的 秆 , 例 如 ;角度 为 3.14 rad. 其 实 就 是 指 外 
接 物 体 的 角度 减 去 内 接 物 体 的 角度 。 另 奸 , 输 入 驰 动 匀 约 束 的 参数 时 ,要 注音 单 
位 ,这 里 请 务必 仔细 查看 程序 中 的 示意 图 及 文字 说 明 、 

(2 构 形 数据 的 恢复 

当初 始 条 件 输入 约束 ,系统 自动 进行 构 形 。、 如果 发 规 赂 板 中 新 的 构 形 有 间 
是 ,可 利用 本 命令 对 系统 原 构 形 数据 进行 恢复 ， 如 果 没 有 问题 可 跳 过 此 命令 ， 

中 计算 

操 击 此 命令 ,软件 自动 进行 运动 学 分 析 计 算 。 

(2) 络 采 输出 层次 有 “动画 仿真 " “运动 数据 责 属 ”与 “运动 数据 曲线 "等 子 
命令 . 

OJ 动画 仿真 

人 在 动画 仿真 徐 让 中 有 “动画 碌 度 " “动画 图 形 " “图 形 平 移 ”.* 控 制 选 项 ”， 
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“任意 点 轨迹 "等 菜单 项 。 

在 动画 速度 的 下 拉 菜 单 中 有 "快速 “正常 "“ 慢 速 "三 个 菜单 命令 可 控制 演 
示 动 画 的 速度 。 

在 图 形 平移 的 下 拉 瑟 单 中 有 "放大 “缩小 "“ 还 原 " 三 个 菜单 命令 可 控制 显 
未 物体 的 大 小 。 


框 。 

任意 点 轨迹 的 弹出 对 话 框 中 可 选择 物体 下 拉 框 及 需 演示 轨迹 的 点 在 此 物体 
连 体 基 的 坐标 (a ,5)。 当 点 击 确定 按钮 后 ,动画 窗口 中 会 显示 输入 点 的 运动 轨 

华 动 画 仿 真 窗口 的 标题 栏 中 有 当前 仿真 时 间 的 指示 。 

动画 图 形 也 可 使 用 键盘 实现 上 述 一 些 功 能 。 如 使 用 键盘 上 的 方向 光标 键 可 
控制 动画 的 平移 ，Hoeme 键 使 图 形 恢 复 初始 位 置 六 + ”一 "可 控制 动画 的 放大 
与 盎 小 ( 右 弹 簧 时 此 功能 不 能 用 );“End" 使 动画 恢复 缺 省 大 小 ;“PgUp*” 与 
“PgDn 键 控制 动画 速度 ;Pause” 键 使 动画 暂停 。 

加 运动 数据 输出 或 运动 曲线 输出 

两 子 命令 将 指定 物体 的 运动 学 计算 结果 分 别 以 二 维 网 格 形 式 或 时 间 历 程 的 
曲线 形式 输出 。 

2,“ 动 力学 分 析 " 柑 块 

(1) 计算 过 程 层次 有 “参数 设 定 ”"“ 自 由 度 分 析 ”“ 构 形 数据 恢复 ”与 计算” 
等 子 节 令 。 

山 参数 设 定 

同 (1.1.1)。 

(@ 自由 度 分 析 

这 是 证 正式 计算 之 前 必 不 可 少 的 一 步 , 它 将 分 析 整 个 系统 的 自由 度 ， 点 击 
仿真 计算 菜单 中 的 自由 度 分 析 项 ,将 弹出 消息 框 告知 系统 自由 度 ,点 击 确认 按 锂 
后 将 弹出 初始 条 件 对 话 框 。 需 要 输入 的 参数 有 物体 号 ,于 标 选择 ,初始 位 置 及 速 
度 输入 。 

(9 构 形 数据 的 恢复 

当初 始 条 件 输入 结束 ,系统 自动 进行 构 形 。 如 果 发 现 图 板 中 的 新 的 构 形 有 
问题 ,可 利用 本 命令 对 系统 原 构 形 数据 进行 恢复 。 如 果 没 有 问题 可 跳 过 此 命令 。 

中 计算 

后 击 计算 命令 ,软件 白 动 进行 动力 学 分 析 计 算 。 

(2) 络 果 条 出 层次 有 ”动画 仿真 "“ 运 动 数据 表格 "“ 运 动 数据 曲线 “理想 
约束 力 数据 表格 "与 “理想 约 东 力 数 据 曲线 "等 子 命令 。 
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由 动画 仿真 ,运动 数据 表格 ,运动 数据 曲线 

同 (1.2.1) 与 (1.2.2). 

必 理想 约束 力 数 据 表 格 或 理想 约束 力 数据 曲线 

两 下 命令 将 指定 物体 的 约束 反 力 计算 委 果 以 二 维 网 格 形 式 或 时 间 历 程 的 曲 
线 撒 式 输 出 。 

3.“ 静 力学 分 析 " 模 块 

(1) 计算 过 程 层 次 有 "参数 设 定 ”"、“ 自 由 度 分 析 ”"、“ 构 形 数据 恢复 "与 "于 衡 
位 置 分 析 " 等 子 命令 ， 

山 参数 设 定 

同 (1.1.1) ,但 只 需 和 输入 计算 精度 的 数据 

(2 自由 度 分 析 

这 是 在 正式 计算 之 前 必 不 可 少 的 - 步 , 它 将 分 析 整 个 系统 的 自由 度 。 点 击 
仿真 计算 菜单 中 的 自由 度 分 析 项 ,将 弹出 消息 框 告知 系统 自由 度 ,点 击 确认 按 钼 
后 将 弹出 初始 笨 件 对 话 柜 。 需要 输入 的 参数 有 物体 号 ,坐标 选择 与 初始 位 置 输 
人 : 

(3 构 形 数据 的 恢复 

当初 始 条 件 输 人 结束 ,系统 自动 进行 构 形 。 如 果 发 现 图 板 中 的 新 的 构 
形 丰 问题 ,可 利用 本 命令 对 系统 原 构 形 数据 进行 恢复 。 如 果 没 有 问题 可 跳 过 此 
命令 。 

(平衡 位 园 分 析 

点 击 此 命令 ,软件 自动 进行 平衡 位 置 分 析 ， 

《2 ) 结 采 输出 层次 有 "平衡 位 置 构 形 " 与 “理想 约 东 力 数据 表格 "等 子 命令 . 

(平衡 位 置 构 形 

扣 击 此 命令 ,图 板 上 给 出 系统 平衡 时 的 整体 构 形 。 订 点击 绘图 板 区 域 中 的 
物体 ,将 弹出 该 物体 敌 数 对 话 框 , 即 可 了 解 此 时 该 物体 的 平衡 位 形 . 

史 理想 约束 力 数据 央 格 

将 嵌 想 约束 力 计算 结果 以 二 维 网 格 撒 式 输 出 。 


C.2 示例 1 曲柄 滑 块 机 构 的 运动 学 分 析 


图 CC-~1 为 本 示例 的 示意 图 。 在 该 机 构 的 刚体 系 模型 中 刚体 个 数 为 4. 它们] 
分 别 为 曲 栅 (Bi ), 连 杆 (B,), 少 块 (B,) 与 支 座 一 滑 柳 (B, )。 曲 森 长 2 m, 连 村 长 
4 m。 如 图 建立 连 体 基 与 公共 基 . 现 设 该 机 构 的 初始 时 曲柄 的 转角 为 45 .曲柄 
的 角速度 为 2r radis。 求 1:E[0 2js 的 运动 过 程 。 

如 图 号 得 到 系统 约 曙 方程 的 参数 与 各 刚体 的 初始 位 形 如 表 所 列 : 
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图 C-1 曲 森 滑 块 机 攀 


表 C2-1 各 刚体 移 初 始 位 形 参 数 


-20.703 


求解 过 程 : 

第 一 步 定义 惯性 基 的 原点 

局 动 " 返 动 学 分析 "程序 。 图 形 操 作 命 令 下 点 击 在 弹出 的 “原点 定义 "对话 框 
中 输入 原点 坐标 &=200.5=200( 这 个 坐标 是 相对 于 屏幕 左上 角 而 言 )。 

第 二 步 ” 视 图 区 的 修改 

扩 击 "图形 操作 "菜单 ,可 以 选择 图 形 单位 ,定义 图 幅 大 小 ,控制 图 形 比 例 。 
这 一 步 采 用 默认 值 即 可 . 

第 三 步 ”定义 物体 与 支 座 

参照 前 节 的 介绍 ,按照 如 下 的 深 序 定义 物体 与 支 肉 : 

{1) 定义 第 一 个 支 座 {支点 ), 其 中 Ql= a = bi =6=20,7= y= %=0. 

(2) 定义 第 一 个 物体 (曲柄 ), 其 中 al =0,as=200,5) =6;=10,x=y=0， 
中 二 二 2。 
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(3) 定义 第 二 个 物体 { 连 杆 ), 其 中 dal=0,a;= 400,5 = 65,=10,r=»y= 
141.42,y=0,¢%= —20.705, 

(4) 定义 第 二 个 物体 ( 滑 块 ), 其 中 a =as= 5 二 b=15,xr = 二 515,583,y= 
Ug =0, 

(5) 和 证 浆 另 一 个 支 座 ( 汽 币 壁 ) ,其 中 al =210,4; =100,85,=0.6;=5.7= 
273, y= —15,¢%=0, 

{6) 定义 男 一 个 支 座 ( 汽 负 获 ) ,其 中 a =210,5z;=100,&),=5,5,=0,r = 
273,y=15,¢=0, 

(7) 定义 男 一 个 支 座 ( 汽 饶 机), 其 中 a =0,as=5,6b= 6b, =15,7 = 370, 
y=0,9=0. 

以 上 芗 又 中 物体 编导 均 采 用 程序 默认 依 , 即 曲柄 , 连 杆 与 清正 的 编号 分 别 为 
1,2 洒 3。 所 有 支 座 的 编号 为 4。 

第 四 具 ” 定 区 灸 

木 例 中 有 两 种 贸 , 滑 称 贸 约束 和 旋转 边 约束， 参照 前 节 定 义 匀 : 

(1) 定义 -一 个 旋转 较 , 久 号 输入 1。 会 才 点 在 克 座 4 上 的 连 体 基 举 标 =0， 
p=0, 在 物体 1 上 的 连 体 基 坐标 为 a =0,5=0， 

(2) 定义 -个 旋转 较 , 饺 号 输入 2。 参考 点 在 物体 1 上 的 连 体 基 举 标 a = 
200,5 二 0, 在 物体 2 上 的 连 体 基 维 标 为 a =0,6 二 0。 

(3) 定义 -- 个 旋转 贸 , 笠 号 输入 3,， 参考 点 在 物体 2 上 的 连 休 基 坐标 w = 
400,5 =0, 在 物体 3 上 的 连 体 基 举 标 为 4 =0,5=0， 

(4) 定义 -- 个 滑 移 镁 , 锐 号 输入 4。 有 其 个 参 寺 点 ,在 物体 3 上 的 参考 点 在 
其 连 体 基 坐 标 a =5=0, 滑 移 的 方 乌 8=0:; 在 支 座 4 上 的 参 着 点 在 其 连 体 基 洗 
标 为 a =-0,5=0, 浓 移 的 方向 8 二 0， 

此 注意 , 昌 然 这 里 有 多 个 编号 相同 的 吾 座 ,但 在 定义 作用 于 支 座 上 的 滑 移 乌 
时 ,务必 使 鼠标 点 击 第 一 个 六 座 。 

完成 这 - - 步 后 ,图 板 上 足 现 如 图 C- 2 所 示 的 系统 构 形 ， 
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图 C-2 示 同 1 模型 的 屏幕 品 示 
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第 五 步 ” 目 由 度 分 析 和 初始 芭 件 知人 

点 击 " 仿 真 计算 "菜单 中 的 自由 度 分 析 太 ,将 弹出 消息 框 告 知 系统 自由 度 , 氮 
击 确认 按钮 后 将 弹出 初始 条 件 对 话 框 。 考 虑 到 曲柄 的 驱动 规律 为 2nt ,这 时 需 
要 输入 的 参数 为 选择 绝对 驱动 ,物体 号 为 1 号 物体 ,作用 规律 的 五 个 参数 框 内 依 
次 输入 45,6.283,0,0,0. 

第 六 步 ” 计 算 

豆 击 “仿真 计算 " 某 单 中 的 参数 设 定 项 ,在 计算 的 结束 时 间 栏 中 输入 2, 其 余 
吕 采 用 时兴 俩 。 

喜 而 "仿真 计算 " 革 单 中 的 计算 项 , 即 自动 进行 计算 ， 

第 七 步 ” 绪 果 输出 

点 击 ”" 仿 真 订 算 " 某 单 中 的 动 末 仿真 ,运动 数据 表格 或 运动 数据 曲线 等 命令 
可 以 以 各 种 形式 查看 计算 结果 。 


C.3 示例 2 双 捍 的 动力 学 分 析 


网 CC-3 为 本 示例 的 示意 图 ,在 该 机 构 的 刚体 系 
模型 中 出 体 个 数 为 2, 它们 分 判 为 两 搜 杆 。 村 长 均 为 
2 m。 质量 1 kg, 转 动 惯量 为 1 kg*m 如 图 建立 连 体 
基 二 公共 基 。 现 设 该 机 构 的 初始 时 角 外 =30 ,0 = 
45 “。 均 无 角速度 ,在 重力 作用 下 运 二 。 求 1 02]s 
的 运动 过 程 - 

如 图 可 得 到 系统 约 东 方程 的 参数 与 各 出 体 的 初始 
位 形 , 惯 量 与 外 力 ( 矩 ) 的 参数 如 袁 所 列 : 


表 5C3-1 机 构 约 束 方 程 参数 
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表 C3-2 机 构 各 刚体 的 初始 位 形 ,惯量 与 外 力 ( 矩 ) 参 数 


so | 


3 If 约定) 1 约定 ) 0 ; 


求解 过 程 

且 动 "运动 学 分 析 程序 ,图 形 操作 命令 下 点 币 在 弹出 的 “原点 定义 ”对 话 框 
中 第 入 原点 坐标 a =200,5=200( 这 个 坐标 是 相对 于 屏幕 左上 角 而 言 )。 

第 二 步 ” 视 图 区 的 修改 

上 击 "图 形 弗 作 " 莱 单 ,可 以 选择 图 形 单 位 ,定义 图 幅 大 小 ,控制 图 形 比 柄 。 
这 一 步 采 用 默认 值 即 可 。 

第 三 步 ” 定 义 物 体 与 支 座 

参照 前 节 的 介绍 ,按照 如 下 的 次 序 定义 物体 与 支 座 : 

(1) 定义 一 个 支 座 ( 支 点 ) ,其 中 ai =ai=P=b=20,z=y= 9=0。 

(2 定义 第 … 个 物体 ( 摆 杆 1) ,其 中 质量 为 1, 转 动 惯量 为 1 ,ui = ay = 100， 
pi = 加 =10z=S0,y= -8.6,¢= 一 的 。 

(3 定义 第 二 个 物体 ( 摆 杆 2) ,其 中 质量 为 1 ,转动 惯 量 为 1 ,a =a,= 100， 
=6 =10,x=171,y= -244.p= -45。 

以 上 步骤 中 物体 编号 均 采 用 程序 默认 值 , 即 摆 杆 1 与 押 杆 2 的 编号 分 别 为 
1 与 2。 支 座 的 编号 为 3。 

第 四 步 定义 匀 

本 例 中 存 两 个 旋转 镁 约束 。 参 照 前 文 定义 锐 ， 

(1) 定义 一 个 旋转 匀 , 匀 号 输入 1, 参考 点 在 支 座 3 上 的 连 体 基 举 标 a =0， 
bp 二 0, 在 物体 1 上 的 连 体 基 举 标 为 a= 一 100,5 =0。 

(2) 定义 一 个 旋转 铵 , 匀 导 输 人 2, 参考 点 在 物体 1 上 的 连 体 基 坐 标 a = 
100,5b 二 0, 在 物体 2 上 的 连 体 基 上 坐标 为 a = -100,5=0。 

完成 这 一 步 后 ,图 板 上 呈现 如 图 C- 4 所 示 的 系统 构 形 。 

第 五 步 ”定义 外 载 

点 击 “系统 参 数 "菜单 中 的 外 载 项 ,在 弹出 的 子 菜 单 中 点 击 量力 ,将 弹出 重力 
加 速度 参数 对 话 框 ,重力 的 默认 值 方向 为 一 00", 大 小 为 9.8 mjs: 。 本 例 中 只 需 
采 几 默认 值 中 可 ， 

第 六 步 ” 自 由 上 度 分 析 和 初始 条 件 输 入 

忌 击 “仿真 计算 "菜单 中 的 自由 度 分 析 项 ,将 弹出 消息 框 告知 系统 自由 度 为 
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2 ,点 击 确认 按钮 后 将 弹出 初始 条 件 对 话 框 。 考 虑 到 系统 以 上 述 位 形 ,从 静止 开 
始 运动 。 这 时 需要 输入 的 参数 有 :对 于 物体 1， 
下 拉 框 取 wp, 初始 角度 为 - 60, 初 始 角速度 为 
0; 对 于 物体 2, 下 拉 框 取 w, 初 始 角 度 为 ~ 45， 
初始 角速度 为 0。 \ 

第 七 步 “计算 

点 击 “ 仿 真 计算 "菜单 中 的 参数 设 定 项 ,在 . 
计算 的 结束 时 间 栏 中 输入 2, 其 余 可 采用 上 默认 AN 


值 。 
点 击 “ 仿 真 计算 " 药 单 中 的 计算 项 , 即 可 进 SS 
行 计算 。 
第 八 步 ”结果 输出 _ _ 
点 击 "仿真 计算 "菜单 中 的 动画 仿真 ,运动 图 C 4 示例 2 模 型 的 屏 带 旺 示 
数据 表格 或 运动 数据 曲线 等 命令 可 以 以 各 种 形式 查看 计算 结果 。 点 击 * 念 实 计 
算 " 菜 单 中 的 理想 约束 力 数据 表格 或 理想 约束 力 数 据 曲 线 可 以 查看 理想 约束 力 
的 计算 的 结果 。 


C.4 示例 3 吊灯 的 静 平衡 分 析 


图 C-5 为 本 示例 的 示意 图 。 吊 灯 的 质量 为 10 kg ,转动 惯量 为 1 kg ,由 
两 系 强 挂 起 ,尺寸 如 图 。 考 虚 系 强 的 弹性 ,此 
处 系 强 作 弹 咎 处 理 。 令 其 原 长 均 为 1 m, 左 强 
刚度 为 500 Nim, 右 强 刚 度 为 400 Nim。 如 图 
建立 连 体 基 与 公共 基 。 现 设 初始 位 形 如 图 ， 
求 吊 灯 在 重力 作用 下 的 平衡 位 置 。 

如 图 可 得 各 了 刚体 的 初始 位 形 ,惯量 与 外 
力 参 数 如 表 所 列 ; 图 C-5 吊灯 

囊 C4-1 各 刚体 的 初始 位 形 ,惯量 与 外 力 参 数 


求解 过 程 : 
第 一 步 ” 定义 惯性 基 的 原点 
局 动静 力学 分 析 程序。 图 形 操作 命令 下 点 击 在 弹出 的 “原点 定义 ?对话 杠 
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中 给 人 原点 坐标 zx=200,y=200( 这 个 坐标 是 相对 于 屏 蓝 左上 角 而 言 }。 

第 二 步 ” 视 图 区 的 修改 

点 击 " 蜀 形 ” ,采用 默认 值 嗓 可 ， 

第 三 步 ” 定 义 物体 与 支 座 

参照 前 季 的 介绍 ,按照 如 下 的 次 序 定义 物体 与 支 座 : 

C1) 定义 一 个 支 麻 ( 支 点 ) ,其 中 al =a;=100,6,=5;=20,x= 二 y= p=, 

(2) 定义 一 个 物体 (吊灯 ) ,其 中 质量 为 10, 转 动 惯 量 为 1 ,a = a; = 100， 
bi=6=10,x=0,y= ~ 100,9=0. 

(3) 以 上 步骤 中 物体 编导 均 采 用 程序 默认 值 , 即 吊灯 编号 为 1。 支 座 的 编号 
为 >。 

第 四 步 ” 定 义 贸 

本 例 没 有 匀 , 这 一 步 可 以 卡 过 。 

第 五 步 ” ”定义 力 元 与 外 载 

(1) 点 击 " 系 统 参 数 " 菜 单 力 元 中 弹 签 项 ,再 点 而 绘图 板 区 域 中 的 支 座 ,在 潼 
出 的 弹 和 车 参数 对 话 框 中 输 人 :内 接 物 体 2, 弹 答 接 点 在 内 接 物体 上 的 位 置 a = 
一 100,5=0; 外 接 物 体 1 弹 繁 接 点 在 外 接 物 体 上 的 位 置 a = -100,5=0; 弹 签 原 
长 为 100。 弹 簧 特性 为 线 弹 段 ,刚度 系数 为 500, 邦 =500,k, 二 此 ;二 0。 

(2) 点 击 “系统 参数 "菜单 中 力 元 内 的 弹簧 项 ,于 点 击 绘图 板 区 域 中 的 支 座 ， 
在 弹出 的 弹 赞 参 数 对 话 杠 中 输入 :内 接 物 体 2, 弹 得 接点 在 内 接 物体 上 的 位 置 
a 三 100,5 二 0; 外接 物 体 1, 弹 繁 接 点 在 外 接 物体 上 的 位 置 a = 100,5 =0; 弹 繁 
原 长 为 100。 弹 车 特性 为 线 弹 得 ,刚度 系数 为 400, 故 让) 二 400,&; 一 ,= 二 0。 

(3) 点 击 “ 系 统 参 数 " 菜 单 中 的 外 载 项 ,在 暗 出 的 子 菜单 中 点 市 重力 ,重力 却 
速度 的 默认 值 方向 为 一 90°, 太 小 为 9.8 m/s ， 本 例 中 只 需 采 用 默认 值 即 可 。 

到 这 一 步 ,图 板 上 呈现 如 图 CC~65 所 示 的 系统 构 形 。 

第 六 步 ” 自 由 度 分 析 和 和 初始 条 件 输入 

点 击 “ 仿 真 计算 "菜单 中 的 自由 度 分 析 项 ,将 弹出 消息 框 告知 系统 白 由 度 为 
3 ,点 击 确认 按钮 后 将 弹出 初始 条 件 对 话 框 。 考 虑 到 系统 以 上 述 位 形 ,从 静止 开 
始 运 动 。 这 时 对 于 物体 ] 需要 输入 的 参数 ;下 拉 框 取 x ,初始 位 置 7=0, 万 始 ~ 
癌 速 度 为 0; 下 拉 框 取 y, 初 始 位 置 y= - 100, 初 始 y 向 速度 为 0; 下 拉 框 取 ¢， 
初 她 资 态 w=0, 初 始 角 速度 为 0 

第 七 步 ”计算 

氮 击 仿真 计算 "菜单 中 的 参数 设 定 项 ,本 例 采 用 默认 值 。 

扩 击 “仿真 计算 "菜单 中 的 平衡 位 置 分 析 项 , 即 吕 进行 计算 。 

第 信步 ”结果 输出 
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点 击 “ 仿 真 计算 "菜单 中 平衡 位 置 构 形 ,图 板 上 给 出 系统 平衡 时 的 整体 构 形 
如 图 C-7 所 示 可 点 击 给 图 板 区 域 中 的 物体 ,将 弹出 该 物体 参数 对 话 框 , 即 可 了 


解 此 时 该 物体 的 平衡 位 形 。 


点 击 “ 仿 真 计算 " 汞 单 中 的 理想 约束 力 数据 表格 ,可 内 查看 理想 约束 力 的 结 
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丕 例 3 模型 切 始 构 挫 的 碾 幕 吕 
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1-10 


1—11 


习题 答案 


(1 线性 无 关 多 2) 线 性 无 关 ;(34 线 性 相关 ， 
{1)2;t2)1 
咯 。 
ul +ai+aio=l 
加 -er -37+2y1 2 dre 一 下 | 
" -2T+y — x TY 卫 十 与 区 Sy — 2 
i 


一 2 十 和 内 + Dr 一 2+ +5 一 tr -2 


证 明 提 示 : 
Bl 3 tt (312y te 4dr) + (~ rt2y 4 
(—2rty er tty -2+ Sr) y+ (Sy — 2rr)e 
| 0 Ee | 
3,.13,0, 一 人 0 | 
[6 -ha 6) 
3 I 1 1 
1|,—i,a 了 2|，|1-3|， 一 3 
0 -1 -5 | -5 


cababc,— bacd -ec hia-d' cab 

eAV) Tab (A*) Ta BAM 

_ bia Aredr er (tA) bh ArA A Ta detAr)Tar'd: 
| CC — C3, Ss CsCy 

4 =) SSC tOS, -Sst+COC, -S50 


式 中 ,CC = coa a ,5S, = 一 sina 其 余 类 推 ， 
CC -SC3S， -CS。 -SiCoS， SS | 19 Sc 
A"= | SC -CCS -SS — CCS -CS SC 一 CoCsS， 
SS， Ss, | SoS, 
式 中 ,Cy -: cos 旭 ,Sy 二 sin 加 ,其 余 关 准 。 


,| SSsC, + CGS, 
[Si 十 Sy 人 sy + Dy (人 CSaty 十 Dy 


| 


i 
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0 
0 22 -212 (一 11 ,一 
1-1 {1}) 4 "=|-1 0 0 |;(2) 人 = Ei | 
0 2 ji 1 万 | 
(3)】 验证 惰 略 。 
1 -] 。 
1- 14 p= 一 一 一 一 一] 1 1+J) ,验证 从 略 ， 
w 5ST22 
一 一 一 一 一 第 2 章 
2 一 】 略 . 
2—2 略 。 
2—3 略 - 
R 
2-4 = 


2-~5 tl)vus=2 ms,w=1 radjsanr=2.31 ms an0D 3 radls 
(2 wp 二 2 radis, wn = 1 radls, ey: 一 一 总 radls ,am =6 radls: 
(3)or = rw,ac = 0 
{4d) won =2 radls, ona = — 103 radis’ 


Go msa= Sy ms 


(6 6a = ,aan = Zo 
2-6 d= -Alw ,a,= — 2 


了 
了 一 了 ae 


2 
. 和 
了 一 着 t= vw sin ba= 7 1 + 3sin’ 8 


rr 


-9 v= w= 
2-10 v=0.35 mysa = -0.907 mis 


一 第 3 章 - 


3—1 上 略 。 
3 一 2 3xm,3rn mls,]. Sr me 
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-10 


略 。 

略 ， 

暑 ， 

0 m,0.056 57 m/s,0.01 ms 

0.115 5 m,0.066 687 mls,0.552 6 mls 
0.2m, -0.015 J1 m/s, -0.001 142 ms 


—0.433 3 radis, — 0.066 67 radis” 

qt0)= 0.1000 0.1732 5.2360)7 

gt0]=( -0.0363 —0.0209 0.209 4)" 

#0)=(-0.0044 -0.0076 0.000 0) 

gt0.1})= 0.1036 0.171 1 5.536 9) 

qt0.1)=( -0.0358 -0.0217 0.,2094)! 

gf0.I)=(-0.0045 -0.0075 0.0000} 

gt0)=0.0000 0.0000 0.1000 -0.1732 0.5236) 

g{0)= 0.2000 0.0000 0.2173 0.0100 0.100 9077 

3r0)=(0.0000 0.0000 -0.0005 0.0017 0.0000y7 

qt0.1)=(0.0200 0.0000 0.1217 -0.1722 0.533 6 

gt0.1)=(0.2000 0.0000 0.2172 0.0102 0.1000)7 

gt0.1)=(0.000 00000 -0.0010 0.0017 0.000 0)7 

(1) 广 入 坐标 数 为 12 ,多 东方 程 数目 为 11, 自 由 度数 为 t。 

(2) 机 构 约 束 方程 参数 表 与 各 刚体 的 初始 位 形 如 附 表 所 示 。 利 用 (理论 力学 问题 求 
解 咒 3 可 进行 仿真 计算 ，。 

(3) 略 。 


题 3-12 各 刚 体 的 初始 位 形 参 数 


320 可 题 管 案 


3 一 13 {1) 广义 坐标 数 为 42, 约 束 方程 数目 为 11 ,自由 度数 为 1。 
(2) 机 构 约 束 方程 参数 表 与 各 网 迟 的 初始 位 形 如 附 表 所 示 。 利 用 & 理 论 力学 问题 求 
和 解 器 ?可 进行 仿真 计算 ， 
(3) 略 。 


题 3-13 各 刚体 的 初始 位 形 参 数 


吓 | 一 
羡 | 安 
hu 
~ 
pe 
[J 


3 一 14 (1) 柱 义 坐标 数 为 12, 约 束 方 程 数 目 为 11, 自 由 度数 为 1, 
(2) 和 机构 约 束 方程 参数 表 与 各 刚体 的 初始 位 形 如 附 表 所 示 。 利 用 《理论 力学 问题 求 
解 器 # 可 进行 仿真 计算 . 
(3) 略 。 
题 3-14 各 刚体 的 初始 位 形 
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一 一 第 4 章 
了 了 3 _M FF. 1l 好 
4 -1 DFT+ 3 fT 
3 1 .3 
(2) Fa 一 宁 下 + 加， Fs -T+ 
(3) Fax =0,Fay =0,M, = M,F,=0 


(4) Fa = 二 qa. Ma = 2ga” ,Fe= 这 如 


4-2 Fam= -2.828 kN, Fy =2.000 kN, Fs, = -2.000 kN 
4-3 下 = -0.333 kN,F, =1.000 kN,M =3.500 kN'm 
4-4 Fa =14kN, Fs, =6 kN,F,=5.66 kN 

4-5 Fu =12 kN,F,=1.5 kN,Fs=10.5 kN,Fxe= ~15kN 
4-6 Fo =0,Fn = 一 2kNF =0F =2 kN, 

4-7 FF = -下 FA= 一 ,Fa = -下 ,P =0,Pn =2F,FA = 下 


4 一 晤 (1) p= Cm +2ptajlri+rajo 方 向 垂直 AB 


(2) p=0 
| + 2 tm zaoos wt t 2 1 ml +2tmtm}, . 
19 Te mt tm br wsin on 
in on pb, = LS pwcos on 
4 p= 二 (Sm + 4mz)iw, 方 向 会 直 OC 
ye = nian ot 2(3n + 2 2 站 


dl1l1 天 三 一 上 N's, 1,=4 N's 
4-12 a or >asman a 
4-—13 工 =2mauulisin (~ cos B+sin 成 ) 
工 . =2m siry 8 
4-14 j=] 566 kgrrm 
4-—15 /=] 408 ke:m 
,23ag( Gat Ga 
r(Ga + GL ) 


4-17 2 _ rain 
1aG 
1 _ 3(F+ mog)sin 0 
一 人 
zz 在 
4-19 w=2.35 ms 
二 一 如 =2 88 mils 


4—16 


4 一 13 
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各 5 章 一 一 一 一 -一 -一 一 
5-1 w=0.74 ms 
-2 w=0.28 ms 
一 v.57 ms 
号 一 站 Tr MR-r) 
2 
号 一 与 5 33 Bsn -0 
5s i 
3w3 
Fa = 0 Fs 20 TB :0 br 0 
an _ 2 
与 和 t Tg i 
2 一 
5-7 Sv + 2) 


号 一 站 P= mg (1- si 0), Fs = mgsin Ocos 


5~9 v=v lg ,Fo =0.86mg, F, =0.654mg 


t 
一 > EE 
s—10 5 Dp 
_ 37F _ 9F 
S571 a = 0m S47 Wm 
5—12 in I = wsin 站 ons ,1 -nd 3sin: 月 ) 
21 "= 4 “>” 4 
四 _ vsin# 
5 wn 0) 
5 14 D2 FEY 3eh 
$$-15 v0.8] mls 
3 
5 16 "Spud 
.10, ,1 
与 17 T= 
了 入 
与 一 上 = 
8 ow 3 
Tl 
与 了 Ta A 4 Tp pp 1 上 一 人 
4 
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6-1 Fr=G, y=1 计 6 
一 2 Fe =26 
~3 a -as = eg 
和 一 起 en = 让 :和 
一己 a8 部 jap = 了 
6-6 Fe= 地 0 
和 一 了 rs: mm = 14:3 
证 一 内 > tan 8 
2{m tm jsin a nsin2 8 


3m Orin me ?m+ (+ 2 ms 
_ mg 

S10 a 3 + rn sin’ or 

- = . 一 下 -< 
6-11 (1) M=y3F; (2) M=F; (3) M an 
12 FF=0.173 kN 


6-13 MM=0.017 kN*m, 不 能 平衡 。 


6— 14 天 全 ， Fp, -3F 
- 2F 
和 一 二 tan 2 = 5 


-16 8=arctan 0.6,# =arctan 3 
6~17 平生 位 置 :p= 方 + 稳定, p= 六 s 不 稳定 。 
在 一 二” 平衡 位 置 :8=0 不 稳定 ,8 二 53.8* 稳 定 ， 


fH—19 a sn20 _ (sm) + p92 )sin 昌 
”2{ms + msin OE m2 + msin 8 
6-20 a msin 20 n+ ma)sin 


3{m + ma — 2 oo0u BA (mm, + p12) ~ 2 p41 CO Be 


6—21 aac =1.21 过 


看 一 22 ac 二 0.68 二 
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6-23 i1}) T=x (2) T=4ny 天 
看 一 24 cos pr+2rm + gsin p=0, ST+3r(cos gp -sin gp }=0 


~25 2 (号 ;=0， 与 喇 | ks 广 mg—0 


6-—26 dmrt+miccs po— misin po +2kr=0 
2ig + 3cos wp x + 3gsin 0 
6 一 27 系统 具有 3 个 自由 度 , 设 广义 坐标 为 任 … 了 瞬时 弹 先 长 度 为 1, 弹 先 中 心 线 与 加 垂 线 夹 
角 9,AB 插 与 钙 垂 线 夹 胡 e, 则 
mi — malgsin 【入 一 有 十 的 on08 【区 一 四 ] -md + k(t-a)- meoos 0=0 
mi [ 418 + apoos (Cp- 8)+2B -ap’sin (pg~ 0)]+ malsin 8=0 


ma | 所 p+ (2 + -2ig)o0s (Cp ~ 0) + (sin (g -0) | + mgasin P=0 
28 (1) To | Mal mat 3mad of atmat 3my) 
大 2 i1) T= 2 (ra + 2 rren 1 - {2) T=2x 2f pa + tran 天 
， 加 天 他 0 _ 2k0 
0 一 他 1) a C20a m+ 3m 
EN 
6 0 1) ov 5 ria 十 了 PT ) me 2 (Cnra F pig ma + rn ) 
一 一 一 一 第 7 章 
i 性 0 上 | _ 
i 1 PIB 
,1 10 0 言 zz jsino -icsp, 1| | 0 
_ =| .， 
0 {sin gi 0 0 01 4 tpl eos pI 
+ 了 四 
1] -icsgp 0 0 l A i ?| 
0 1 0 0 0 9 
A {ml cos (8 — on ) 
A | = | jm’ sin (~ wt) — Hg 
A — mgteos (H— wt) 
{™ 0 0 0 0 这 0 
0 mm 0 0 1 | | … 
Ht Hg 
2 0 0 mt lsin pr fons py 1||g 0 
_ 
1 0 lsin oI 0 0 | 1A tp1¢08 多 1 


和 A | ipt sin 由 | 


0 0 EL 0 0 0 as | 0 
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Al ml os (0+ wt) 


A | = | pw sin (H+ wt) — mg 
A mpilcos (f+ wt ) 
7 一 3 
prt 全 和 心 站 0 1 0 0 一 改 全 守 】 0 
0 mm 0 0 0 0 和 TD 0 -1 0 | | -mg 
no 0 nn 0 0 O01 0 0 -1| |#! 0 
0 0 0 nz 0 0 000 1 0 0 | | >? 0 
0 0 0 0 gr 0 000 0 1 0 | ly 2s 
0 0 0 0 fa 0 0 0 iangp -lcswm 1 92 | _ 0 
1 0 0 0 0 0 Yoo UD 0 0 4 | a 
0 1 0 oo 0 0 000 0 0 0 42 ! 0 
y vo 1 0 0 y yn 4 0 0 | A3 0 
-1 0 0 1 0 rnt 000 0 0 0 | | 344 a 7 cs gp? 
0 -L0 0 0 0 0 A 一 二 3ain 和 
0 日 -1 0 4 1 0 00 1 0 日 as 0 
41 Ima tw cos 名 3 m+ ma a 
A2 nw sin pa — {m1 + 2}g 
,A im BODS Wi 十 tm asmn $2 
A Intra picos gz — m2e 
As i gisin ta 一 Hag 
As — Em ECOS wo 十 fn oan gpa 
7-4 令 锐 D 为 一 旋转 饺 与 绝对 旋转 对 动 的 组 合 锐 , 如 图 定义 镀 口 在 摆 上 的 尽 基 前 ,该 馆 
的 理想 约 东 力 与 驱动 力矩 分 别 为 


Fo = | — pute + rnpgsin | Me = maloos (0 et) 
mecos 【站 一 cf) 


题 7-4 管 案 图 题 7-5 等 案 图 


7-5 如 图 定义 镁 A 与 B 在 杆 上 的 镑 基 座 与 癌 。 缩 对 驱动 匀 在 村 上 的 贸 基 部 定义 在 0， 
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方向 如 图 所 示 ， 
较 六 的 理想 约束 力 ( 算 ) 为 
0 .， 
m= ; 小 M1=0 
pig + pi sin (H+ ew ) 
匀 B 的 理想 约束 力 ( 短 ) 为 
FF 二 ( — plo eos (H+ wt ) 
0 
驱动 约束 万 的 驱动 力 ( 和 给) 六 


) = A 一 0 


0 
?=({ ] MY = — pracos (B+ wt) 


在 少 块 局 上 将 绝对 x 和 位 置 约 束 与 绝对 方向 约束 作为 
组 侣 锭 , 锭 点 定义 在 4 , 锐 基 甸 如 图 所 术科 A 的 理 
想 约束 力 ( 答 ) 为 


0 
"17 [Le 十 了 3 Sin (or | 
MT = mo glons (H+ os) — malsin (0 + wt) 
将 滑 块 孔 水 平方 向 驱动 约束 的 匀 点 定义 在 Ci ,和 链 基 
而 与 电 的 连 体 基 直 致 肛 动 约束 号 的 驱动 力 
{ 短 ) 沪 
Fr = (™ + pire ma to cw (H+ 

0 
M7 =0 
将 清 块 了 与 摆 册 间 的 转动 翌 与 相对 驱动 镜 必 为 一 组 
侣 镁 。 该 饼 在 滑 块 防 与 摆 乳 的 匀 基 阁 ! 与 总: 如 图 
所 未, 该 性 的 理想 约 东 力 与 驱动 力矩 分 别 为 


一 区 13 十 m2 os 人 


二 F'sl 一 | 


mgt poto rin (OT wt) 

MT=— M3= matasin (+) — mpicos (0+ wt) 

(DF, = -2 AC) A,M', -0 

Fo=2(h Ce) = 

(2) Fo = ~2[ (Ad ) AC, TA,M',=0 

Fe=2[ (Ad’s) AC AM =d 3 -pe + Arp tA —r,)]A 

(3) F’, =0.M', = ,A 

根据 已 知 条 伴 , 将 连 体 基 的 基点 固 结 在 构件 的 质心 。 参 考题 3 一 11, 机 构 约 束 方程 参 


牙 居 5 各 刚体 的 切 始 位 形 等 参数 如 附 表 所 示 。 利 用 《理论 力学 问题 炒 解 器 $ 可 进行 仿 
真 计算 。 
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题 7-8 机 构 约 束 方程 参数 ( 供 参考 } 


0 0 
7-9 根据 已 知 条 件 , 将 连 体 基 的 基点 固 结 在 构件 的 质心 。 参 考题 3 - 12, 机 构 约 束 方程 参 


数 起 与 各 刚体 的 韦 始 位 形 等 参数 如 附 表 所 示 。 利 用 《理论 力学 问题 求解 器 ?可 进行 坊 
和 县 计算 


题 ?-9 机 构 约 束 方程 参数 表 ( 供 参 考 } 参 数 


0 j.3 


0 
| 168.45 


7 名 根据 已 其 条 件 ,将 亿 体 基 的 基点 固 结 在 构件 的 质心 ， 参 考题 3 13, 机 构 约 束 方 程 参 
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数 训 与 各 刚体 的 初 怒 位 形 等 参数 如 峙 表 所 示 。 利 用 4 理论 力学 问题 求解 器 3 可 进行 信 


真 计算 ， 
题 了 -1 机 构 约 东方 程 参数 [ 供 参 考 | 
1 b B; | 
; 兴 po nm i p 4 Imm 
4 0 0 | 0 
ro 0 


012 | 1 0 
2 07 | gx | i | 297 | M3 | | 
3 0%m25 | sx | 190 | 20968 | -52%7 | 
7-11 根据 已 知 茶 件 , 将 连 体 基 的 基点 固 结 在 构件 的 质心 ， 机 构 约 东方 程 铺 数 表 附 表 所 示 。 
利用 $4 理论 力学 问题 求解 器 可 进行 静 力 学 分 析 。 所 得 结果 为 
下 = 一 400N,F =145.73 N.MT=0 Nm 
Fy, =0 NFS, =240.02 NA = 和 Nm 
下 拭 0.061 m， 
F>0 N 


如 7-11 机 构 约 束 方程 参数 [ 供 参 考 】 


索 


引 


( 按 汉 语 拼音 字母 顺序 排列 ) 


EE 
埋 竺 力 场 feonservatvce force field} (160) 
标 积 {scale product) (11) 
步 长 1{step lengtn}(300) 
高 斯 部 分 主 元 消去 法 ,partial Pivot elimina- 
tion rnethod)f294 ) 
不 稳定 finstability]f228) 
人 
义 积 (cross broduct 久 1E) 
差分 方法 (linite differcnee method)(300) 
齿轮 副 { pair of spur gears}(97) 
齿轮 一 齿 条 副 (rack 一 and 一 pinion}(100) 
冲 量 (impulse}(150) 
冲 量 捧 {moment of impulse}{ 1532) 
冲 量 主 眠 (principal moment of impulse}(152) 
初 积 天 ffirst integral) (244} 
初 秆 问题 Cinitial ~ value problem) {268) 
纯 庐 动 {pure rolling)(143) 
i 
达 朗 页 和 尔 惯 性 为 (dd Alembert inertial force】 
(2N7) ， 
达 妆 贝尔 一 拉 烙 朗 日 床 理 {4d Alcembert 一 La- 
grange principle} (232) 
达 关 由 尔 原理 id’Alembert principle) (205) 
. 带 接 格 朗 日 乘 子 的 质点 么 动力 学 方程 (dy- 
mmic equatior of paruecle systen with La- 
grange multiplier) (233) 
单 步 法 4single step method}(300) 
单 人 出 约束 (umnilateral constraint 68) 
单位 失明 (unit vecior) (10) 


单位 阵 fidentity matnx} (4) 

等 势 面 (eqmipotential surfaceik 160} 

笛 卡 尔 位 形 坐 标 阵 (matriees of Cartesian 
emfiguration ooordinates} (7; 

点 积 { got product){11) 

迁 代 方法 (method of iteration} (72) 

定常 约束 (steady constraint) (68) 

定 基 { 系 } {ived base (reference system) ) (30) 

定义 机 械 系 统 刚 二 系 运动 学 模型 Cdefining 
Kinematics madel with rigid 一 body systems 
of mechanical systerm) (113) 

动 点 (moving point} (49) 

动 反 力 (dynamie constraint force} (217) 

动 滑动 麻 控 力 !Kinetic sliding friction force) 
(143) 

动静 法 (kincto 一 statiec method) (207) 

动力 学 (dynamics){2) 

动力 学 仿真 {dynarmies simulation) (268) 

动力 学 混和 台 问 题 {hyhrd problem of dynam- 
ics) (127) 

动力 学 道 问 题 Cinverse problem of dymamics) 
(127) 

动力 学 正 问 题 (iormal problem of dymamics) 
(127) 

动量 (meomentum){149) 

动量 定理 (theoretms of momentum} (149) 

动量 矩 {rmoment of momentum)(]51) 

动量 答 定 理 (theorems of momen: of momen- 
trmi(t152) 

动 旦 抑 守 恒 完 律 !law of conservation of mo- 


ment of momentum) (153) 
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动量 守 司 定律 (jaw of conservatior of mornen- 
tu {150) 

动 摩 握力 { kinetic friction force}(142】 

动 摩 氛 因数 fueoafficient of kinetic frietion ) 
(142) 

动能 {kinctic energy)(154) 

动能 定理 (theorern of kinetic energy)(161) 

动 平衡 (dynamic balancing)i217) 

动 基 ( 系 ) {moving base (reference system ) 
(50) 

独立 变量 findependent varisblcs) (296) 

独 林 华 标 (independent coordinate) (6587 

独立 坐标 阵 (matrix of independent coordi- 
nates, (08) 

诸 称 阵 {symmetric matrix}(4) 

对 角 阵 {diagonal matrix) (4}) 

名 步 法 {muiti 一 step imethod)(300) 


- 


ee 


人 

法 向 它 连 惯性 力 (eentnfugal carmer inertia 
force) (212) 

反对 称 算 阵 tskew - symmetric matrix) (4) 

方向 余弦 阵 (dirertion cosine matrix}(19) 

广 阵 (sauare matrix) (4} 

非 定 常 约束 (unsteady eonstraintJf681 

非 独 立 变 量 !non - independent variabhles ) 
(296) 

非 独 立 坐 标 阵 {matrix of non - independent 
coordinates} (08) 

非 惯性 基 {non -inertal base}t170) 

非 预 水 奇异 点 noniselarted singular point ) 
(79) 

非 理 相约 束 力 [non 一 idealized constraint 
force} ( 1]38) 

非 齐 次 方程 (non - homegeneous equation ) 
【291) 

上 EF 完整 约束 (nonholonomic conatraint) 

入 岂 阵 isub - matrix) (4) 

分 量 {component)(13) 


引 


分 矢量 {oomponent of vector}(13) 

分 析 力 学 (analytical mechanics} (206) 

附加 驱动 约束 片 法 tmethod of appended driv- 
ing constraints}) (71) 
和 

干 摩 按 力 (gry frietionyf1421 

刚 林 {rigid body){2) 

刚体 的 定 轴 转动 4retation of ngid bcdy with a 
fixed axis}t 0) 

刚体 的 平移 [ranslation of nigid body} (30) 

刚 酚 的 平 而 运动 (planar motion of rigid body) 
(271 

刚 以 的 转动 瞬 负 (finstantaneous axis of rota- 
tion of rigid body) {47) 

网 体 系 (systcm of rigid badies， nagidbody sys- 
tem) (2) 

刚 蛋 转动 慑 量 平 行 轴 定 理 (theorem of mo- 
ment of inertia about paralle]l axesjf 147) 

商 斯 消去 法 (Caoss elimination methbwd} (72) 

高 斯 一 车 尔 当 消 元 法 (Causs -~ Jordan elimi- 
natin)(293) 

给 定 扣 tgiven point, body 一 fixexd point)(38) 

(work)(155) 

国定 和 拓 量 (point-- fixed vector}(129) 

上 区 动 量 (generalized mornentum) (240) 

广 刻 力 Cgeneralized foreeif2261 

广 必 能 量 积 分 (generalized energy integtal ) 
{245) 

广 记 坐标 (generalized coordinate) (68) 

广义 举 标 阵 (marrix of generalized coordi- 
nates}{ 0608) 

惯量 主轴 (principal axis of inertia}{146) 

殿 量 主轴 连 体 基 {body 一 fixed base with prin- 
cble axis of incrtia)( 146) 

惯性 力主 短 (principal moment of inertial 
forcaj{ 191) 

惯性 力主 矢 {principal vector of inertial force) 
{1809) 


惯性 积 (produet of inentia) (145) 

惯性 其 inertial base}({170) 

改 性 力 iinertial foree}{ 189】 

珠 闻 背 蜡 点 [isolatey! singular pointf79 ) 

深 动 厚 擦 力 (rolling tesistance}{141) 

滚动 阻力 偶 算 {couple of rolling resistanec ) 
(143) 

深 阻 系数 {coctficient of rolling resistance】 
i143) 


本 

险 密 顿 力学 (Hamihion mechanics) (206) 

行 ( 列 ) 满 我 (full row(rolumny rankY(8) 

行 珀 frow matrices)(5) 

合力 {resultant force)(1287 

崩 移 镶 (translational joint}(90) 

消 动 摩擦 力 isliding friction force}(141) 

请 称 宪 量 { sliding veetoryf129) 

消 移 - 旋转 锐 {revelute 一 translational joint ) 
(95) 

恢复 因数 (Cooefficient of rostitution ff 196} 

回 代 (back substitution} (292) 

回转 半 符 (radius of gyration) (145) 

证 交 为 系 Cconcurrent force system)( 129) 

混合 各 (mixed produert}( 12 

i 

进 {trace) (4) 

其 tbase){12) 

基点 (base pomnt, point of reference) (26) 

基 人 矢量 (base vectors) (12) 

儿 何 天 量 (geomelric wectotrjf3) 

机 械 能 (mechanical energy)f1621 

机 械 能 守恒 定律 (law of conservation of me- 
chanical encrey } (162) 

机 极 系 统 运 动 学 模 化 (kincmatics 一 iredeling 
of mechanical system)( 113) 

机 械 和 运动 mechanical motion) (1) 

极限 静 摩 氛 万 {maximum static friction forcej 
【142 ) 
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极限 说 握力 (maximurn friction force} (142) 

如 速度 交 束 方程 feonstraint equation of accel- 
eration 70) 

简化 中 心 feenter of reduction} (132) 

较 (hinge, joint) (7) 

锭 点 thinge point}(67) 

骨 加 速度 (angular acceleration) (33) 

骨 加 速度 矢量 {angular acceleration vector 7) 
(34) 

角速度 (angular velocity) (33) 

角速度 矢量 (angular velocity vector}(34) 

静 不 定 问 题 (statically indeterminate problerm ) 
(139) 

表皮 态 {static constraint force)(217} 

静 滑 动 摩擦 力 {static sliding friction force】 
(C142) 

静 力 学 (statics)(2) 

毅力 学 问题 (static problem){127) 

静 靡 擦 力 (static friction force)i1427 

静摩擦 因数 (coefficient of static [riciion 7 
(142) 

静 平衡 方程 (equations of statc equilibrium) 
(277) 

笃 典 力学 {classical tmechanics){17 

短 心 (center of moment) (129) 

算 际 (matnx)(37) 

绝对 等 虐 约 束 (constraint of absolute equal 
distance) (86) 

绝对 动量 第 {absolute moment of imomentum ) 
(152) 

绝对 角 驱 动 约 东 (driving constraint of abso- 
lute angle}{110) 

绝 时 角 约束 {eonstraint of absolute angular) 
(36) 

绝对 距离 驱动 约束 Cdriving constraint of ab- 
solute distance} (110) 

绝对 位 置 驱动 芍 东 (driving constraint of ab- 
slute position} (110) 
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绝对 x{ 或 y) 位 置 约 束 {absolute x Cy) - po- 
sition constraint }(83) 

绝对 约束 (absolate constrain 83 ) 

药 对 已 动 !absnlute motion) {50) 


昱 
柯 尼 希 定 再 (Koenmg theorem)(1551 
科 氏 加 速度 (Corinlis acceleration) ($1) 
科 氏 力 {Cormlis foreeyf188) 
可 能 运动 (possible motionyt219 ) 
可 能 位 移 (possible displacement)(219) 
宇 间 力 又 tapatial Intee system) (129) 
库仑 章 氛 方 VCoulomtb fricticn force}(142) 


A 本 


拉 榕 朗 日 乘 子 (Lagrange rnultipjieryf2321 

拉 桥 朗 日 第 -- 类 方程 (Lagrange couation of 
the first kind) (206) 

拉 档 并 曲 第 二 类 方程 (Lagrangce equation of 
the second kind}(206) 

拉 属 庆 日 一 永利 克 雷 定理 (Lagrange 一 
INirichlet theorem) (2297 

拉 格 朗 日 陌 数 (Lagrangian functionyf240) 

拉 格 朗 日 力学 (Lagrange mechanics)(206) 

控 格 朗 日 位 形 付 标 阵 (matrices of Lagrange 
coordinates of configuraticon} (67) 

离散 空 其 法 {diserete variable method) (300) 

离散 系统 {diserete system) (21 

理想 约束 fideal constraint)(138) 

理 模 约束 力 (ideal constraint force}(]38) 

力 场 (force field}(159) 

力 的 可 忧 性 ! transmissibilily of force} (129) 

力 的 平行 四 边 形 法 则 {parallelogram rule of 
force}t 128) 

力 的 三 要 素 (three clemenls of a force)(128) 

万 的 作用 线 {]jnc of action of & force)( 128) 

力 对 点 的 第 (moment of force about a point) 
(129) 

力 答 (moment of lorce) {129) 

为 峰 旋 {force screw) (133) 


引 


力 倡 (Ceouple)( 130) 

力 偶 辟 (ann of couple)(13]) 

力 慢 的 等 效 性 (aquivalence of couple}7(131) 

力 侦 的 作用 而 [plane of action of couple} 
{131) 

力 慢 的 三 要 素 {three elements of 4 couple) 
13]) 

力 偶 和 矩 (moment of couple}t131) 

力 侦 垂 矢 量 (rmement vector of couplej{ 131) 

力 惕 系 {syatem cf couples}{131) 

力 篆 tsystem of lorces)(2) 

力 系 平衡 (eduilibrium of a system of forces) 
(133) 

力学 (nechanics}(1) 

力学 横 {mecehanics moddd }(]28) 

旋光 (force clement){ 264) 

连 杆 (lnk) 

连 体 基 { body 一 fixed base}{268) 

连续 介质 keontinuous medium)t2) 

阅 重 甩 积 tdoubie weetnr crss product) (12) 

列 !( 行 ) 秩 trow kenlumny rank)(8) 

列 阵 fcolumn matrnices) (5) 

雪 托 阵 {zero mainix)(4) 

需 欠 量 (zero vectorY(10) 

龙 格 一 库 塔 法 {Runge 一 Kutta method}(301) 
| 

满 秩 方 阵 Cayguare matrix with Full rankY (8} 

模 (Cxmeduju) (10) 

摩擦 骨 {angde of jnction}(142) 

摩 探 帮 { Pietion forceY{14]) 
2 

内 力 Wintemal force}(]38) 

能 呈 积 分 (energy integral1(245) 

道 矩 阵 (inverse matrix) (8) 

精 性 摩擦 力 (viscous friction force】(]42) 

特性 摩擦 系数 (coetfficient of viscous friction) 
(142) 

牛顿 太 程 (Newlon cquations)( 150) 


索 


牛 幅 一 拉 渴 椅 力 法 (N -及 方法 儿 MNewteon 一 
Raphson method} (72) 
牛顿 力学 {Newrtonian mechanica}(1) 


站 四 


i 
欧 拉 方法 {Euler method) (300) 


2 


酝 撞 冲 量 teollision impulse) (195) 

磁 接 力 { collision force}y(195) 

平面 刚 恒 (pianar rigid body) (|173) 

平面 力 系 {coplanar force syatern)(]1297 

平面 和 失 岂 (planar vector}(22) 

半生 力 系 {parallel foree systern}(129} 

平行 力 系 的 中 心 {center of parallel force sys- 
term 六 1 35 

平移 参考 基 { reference bases of translation ) 
(31) 

平移 这 连 速 度 (carrier veloeity of translation ) 
(39) 

平移 牵连 如 速度 {ecarmrier aceelera:ion of trans- 
lation) {42} 

泊 松 公式 {Paoisson fonrmula} {34) 

Qi 

齐 次 方程 (homogencous equntion (69) 

奇异 点 (singular point) (79) 

奇异 构 型 (singuylar configuration)780) 

奇异 阵 { singular inatrix}(8) 

窜 连 点 {convected point)fS0) 

牵连 惯性 力 (convected Inertial force} (188) 

音 注 可 束 度 (wnvected accelcration) (42) 

举 连 速度 (convected velocity) (39) 

切 启 牵连 惯性 力 {rangential component of 
canvected inertia force}{212) 

驱动 约束 (griving constiaint}{74) 

高 斯 伞 主 元 消去 法 complete pivat CAauss 
elimination tethord)} (294) 


号 
“ 加 
Ea : 有 2 
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元 余 约 束 (redundant conatraint} 78) 


二 

实 位 移 (real displacement}(219) 

拓 积 (vectotr product)(11) 

天 量 (weerorlf3) 

舌 重 基 (fweetor bases}(127 

势 4Potehntialif159) 

势力 数 {potential fumetion} (1591 

势力 (potential force)(159) 

势力 场 (Petentialt field}{159) 

热能 (potential energy}(159) 

热能 明 数 {potential oergy {unction)( 159) 

数学 模型 (mathematical model) {127) 

双 侧 约束 (bilateral cunstraint)(68) 

瞩 时 解析 分 析 方 法 {instantareous analytical 
melhod}{47) 

瞬时 矢量 分 析 方 法 (instantancous method of 
vector goometry} (43} 

瞬时 速 应 中 心 (instantaneous ccnter of veloci- 
ly) (47) 

有 瞩 心 (instantaneous center}(47) 

速度 约 上 东方 程 Cconstraint equation of veloci- 
try)(69) 


人 
人 


人 

外 力 (external force) (138) 

完全 糯 性 磁 樟 (perfeet plastic cdllision) (197) 

完全 弹性 赃 拉 (perfeet elastic eollision)f197) 

完整 约束 (holonomic eonstraintJf68) 

妃 有 引力 场 {furiversal gravitation field){159) 

位 形 {eonfigurationyf26 1 

位 形 坐 标 阵 [matrices of configuration coordi- 
nates) (28) 

稳定 (stability)(228) 

a 0 7 i 


线 辜 赞 刚 度 系 数 (lmear spring constanl】) 
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(4.5.2)(158) 

旨 驱 动力 必用 器 {linear force actor) 
(7.1.3){265) 

旋转 驱动 力作 用 器 frotation force actor ) 
(266) 

线 弹 性 力 声 flinear elastic [orce ficld}(159》 

线性 无 关 {linearly independentjf7) 

线性 相关 tlinearly dependant}(7) 

相对 等 距 约 束 (eonstraint of equal distance) 
(96) 

相对 动量 矩 (relative mement of momentum ) 
(152) 

相对 滑 物 驱动 约束 {driving eonstraint of rela- 
tive slip} (112) 

相对 距离 驱动 约束 (driving constraint of rela- 
tive distance}( 111) 

人 相对论 frelativitvjfi) 

相对 运动 {relative motion) (了 0) 

相对 转动 驱动 约束 (driving constraint of rela- 
tive revolute) (111) 

消 元 telimination} (292) 

虚 功 (virhual work)!222) 

虚 功 形式 的 动力 学 普遍 方程 {general:zed dy- 
narmical equation of virtual work kind} (232) 

虚 功 原理 (virtual work principle) (222) 

庶 拉 移 fwirtual disolacerment) (219) 

虚 亿 移 原 理 (virtual displacement principle)】 
(206) 

循环 积分 (eyclic ntegral) (244) 

循环 坐标 (cycjic coordinate}(244} 


et 2 en 
雅 可 比 算 阵 {Jacobi matrix) (69) 
一 次 转动 和 失 量 (finite rotary vector}{221 
影响 系数 (finfluence coefficient}(277) 
元 功 (elementary work)(155) 
约束 方程 {equations of constrains}(68) 
约束 力 {constraint force}{136) 
运动 (motion)f1》 


引 


还 珊 副 {pan of motion)f67) 

运动 学 kinematics)(27 
让 

载荷 集 度 (load density) (139) 

增 广 惯性 方 阵 (augmented matrix of inertial 
force (192) 

增 广 理想 约束 为 阵 {augmented matrix of 
forces of idealised constraint) (175) 

增 广 上 质量 隆 人 augmented rmatrix of masses) 
{175) 

培 广 主动 力 阵 (augmented matrix of active 
{forces){ 1751 

真实 运动 {true motion) (220) 

正 变 阵 forthopgoral matrixifS) 

正 磁 擅 {direct central impact)(195) 

质点 (particle}{1) 

质点 的 达 衣 内 尔 原 型 {d'Alembert principle 
of particle}{ 207) 

质点 系 (system of particles}(1) 

原点 系 的 达 朗 贝尔 原理 {dd Alembert brinciple 
of syatety of particles (208) 

质量 (mass) (145) 

原 心 fcesnter of mass){ 1]35) 

质心 运动 定理 itheorem of motion of mass 
center} (130) 

秩 t rank){8) 

中 心 惯 量 主轴 连 体 基 {body - fixed base with 
central principle axis of inertiad (146) 

中 心 主 转动 惯量 (central principle moment of 
inertia) (146) 

重心 {canter of gravity) (135) 

主动 力 [active force}( 138} 

主 失 (principal meament) (132) 

主 先 (principal vector)(1297 

十 元 (pivot element) {204) 

主 约束 方程 fmain equation of constraints】 
{75) 

二 转动 惯量 (Cprinciple moment of inertia ) 


(C147) 

柱 销 - 清 槽 副 (peint - [follower}{ 109) 

转动 惯量 fmoment of inertia)(]45) 

转动 镑 (revolute joint)(67) 

转动 窑 连 切 向 加 速度 (tangential component 
of carrier acceleration of rotation) (42) 

转动 牵连 速度 (earrier velocity of rotation ) 
(39) 

转动 牵连 法 向 加 嫂 度 (normal oomponent of 
carrier acceleration of rotation}i{ 42) 

转 冒 抱 阵 (transposition matrixj{3} 

淮 对 角 阵 (auasi - 十 agonal matrix} (5) 
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姿态 角 (attitude angle)(27) 

掉 由 度 fdegree of freedom} (68) 

自由 度数 [number of degree of freedom}(68) 

自由 医 量 (free vector}{132) 

组 合 镀 (fceomposite jont}(95} 

泽 标 {ecoordinate 氏 131 

治标 方 阵 fooordinate square rmatrix) (14) 

坐标 分 离 方 法 (ceoordinate partitioning meth- 
oad}\71) 

坐标 系 (relference of coordinatesj{12) 

促 标 阵 (matrix of coordinates)(13) 


Synopsis 


Asthe research achievement of “The Projcct Reforming Education Contents @ Systetn ol 
Courses for Higher Education Facing to the 21 st Century” govemed by the Education Ministry of 
China, this hook is one of new textbooks facing to tithe 21st century and one of those for the 9th 
Five- Ycar Plan of the Education Ministry. By using this book, the author tries cultivate university 
students with fundamental knowleqge of mechanics cbrained in learning college physics to have an 
ability to establish correctly mechanical models of complicated engineering obrects, to have ar abili- 
ty to pertorm transient analyses or time-history walyses of kirietriatics ard dynanics for those me- 
chanical models and to have am ability to judge if the analytical results are eorrect with basic con- 
cepts of theoretical mechanics. Thus, thc author is meticulous in selection of traditional contents of 
theoretical mechanics. Especially, fundamental principles and tmethods to handle mechanical be- 
haviors of engineering objects with computer procedural pattern are included in this bonk. Jr is 
written with fully new arrangements and great improvements on traditional contents and setupy of 
theoretical mechanics. 

Vectors and matrices are paid equal attention to express a lot of concepts in the book, by the 
two means those concepts are not only clear and definite in meaning of physics hut also ennvenient 
to be used for numerical caleulation wnth computer. Kinemarics relationship of particles is dealht 
with by both vector geometry and vector algebra on the basis of kinematics of rigid bodies. The 
fundamental principles of dynamics, the methods of establishment of dynarnic models and the tran- 
sient analysis techniques for 中 mamjc characteristics are focused on in vector dynamics and analytical 
mechanmcs. Statics is treated as a special case of dynamics. There are two chaplers arranged to con- 
centrate on [undamental principles of building moadcls with procedural pattem for kinematics, dy- 
namics and statics of advaneod complicated mechanical systems. The relevant computer — aided 
teaching software named “A Solver of Problerns of Theoretical Mechanics” is applied to foster uni- 
versity students ability to solve practical problems by means of softwate. 

This textbook can be used for university students of various engineering specialties, such as 
mcchanical engineering, etc. rw learn (heorectical mechanics，Tt can also be used as a rcferenee for 
cngineers in the fields of mechanical engineering, aeronautical and astronautical engineering as well 


ae vehicle enginecring to update knowledge. 
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